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Introducciéon

La matemadtica es la materia central de todas las ciencias exactas. Es el lenguaje
basico y universal de éstas y es la herramienta principal que los ingenieros utilizan
para resolver todo tipo de problemas.

Ustedes, como futuros ingenieros agrénomos y forestales se enfrentaran, en mayor
o menor medida, con objetos y operaciones matematicas a lo largo de toda su vida
profesional: desde el calculo del rendimiento de una cosecha, hasta la estimacion de
la dindmica poblacional de las especies de un pequeno ecosistema, pasando por el
calculo de la mezcla 6ptima de alimentos para suministrar al ganado para lograr el
mejor rendimiento o la realizacién de un inventario forestal de un rodal y el anélisis
de sus patrones de crecimiento.

En esta guia se presentan, de forma sintética, los contenidos minimos de ma-
tematica que los alumnos deben manejar para poder transitar, de la mejor forma, las
materias de los primeros anos de las carreras de Ingenieria Agronémica e Ingenieria
Forestal.

En particular, estos contenidos son esenciales para poder cursar la materia de
Matemética (materia anual de ler ano, comun a ambas carreras) y por lo tanto es
necesaria la aprobacion de este curso para poder cursarla.

Los temas aqui presentados corresponden a contenidos que no deberian ser desco-
nocidos para ustedes ya que seguramente los hayan visto a lo largo de su vida en los
diversos niveles escolares. Estos contenidos serdan dados por sabido por los profesores
de las distintas materias de la carrera, asi que este es el momento de repasarlos!

Objetivos generales

Los objetivos de este curso son que los estudiantes:

o Comprendan los temas basicos de matematica que han visto a lo largo de los
anos (y eventualmente adquiera algunos conocimientos nuevos).

o Desarrollen habilidades para la resolucién de operaciones y problemas de ma-
tematica basicos.

o Se familiaricen con la lectura de textos de matematica para la comprensién de
los temas.

o Desarrollen habilidades de comunicacién propias del lenguaje cientifico de las
matematicas a partir del intercambio y discusion entre pares y con el docente.

o Logren una insercién plena en la vida universitaria a partir de desarrollar ma-
yores niveles de autonomia como estudiantes que se implican activamente en los
espacios formativos que la universidad les ofrece.

Informacion del curso

Este curso contara con un total de 8 clases de 5 horas que se dictaran durante el
mes de Febrero. Toda la informacién pertinente (cronograma, comisiones, aulas, fechas
de evaluacién, etc.) se podrd encontrar con suficiente antelacién en el Aula Virtual
de la pagina web de la FCAyF (http://aulavirtual.agro.unlp.edu.ar/), ingresando en
la seccion Ingreso > Matematica.
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Metodologia

El curso de nivelaciéon de matematica tendra una modalidad practico-tedrica, en
la cual los alumnos realizaran una lectura del material e intentarédn resolver una serie
de ejercicios (determinados por el docente), trabajando en grupos y consultando al
profesor si les surgiesen dudas que no puedan resolver con ayuda de sus compafieros.
El profesor realizard algunas explicaciones en el pizarréon cuando crea pertinente, ya
sea para realizar alguna aclaraciéon general o a modo de resumen y discusién del tema
luego de que los alumnos hayan trabajado con el material.

Se pretende de esta forma incentivar el trabajo en grupo y la comprension de los
textos de matemadtica, asi como también promover la iniciativa y autonomia de los
alumnos (caracteristicas esenciales para el éxito en la vida universitaria).

Durante el horario de cursada no se resolveran todos los ejercicios de la guia,
si no que se intentard resolver un subconjunto de los mismos, de forma de abarcar
los distintos temas del dia, dejando el resto de los ejercicios para que los alumnos
completen en sus casas.

Evaluaciones

La aprobacién del curso quedara determinada por la aprobacion de un examen en
alguna de las siguientes modalidades:

o Evaluacion libre (previa al curso): serd durante el mes de Diciembre y no contard
con instancia de recuperacion.

o Promocién (durante el curso): Se tomaran dos evaluaciones durante el curso
de Febrero (una a mitad del mismo, donde se evaluard la primera mitad de los
temas, y otra al finalizar el mismo, donde se evaluardn los temas restantes). Estas
evaluaciones no contardn con instancia de recuperacién y deberan aprobarse
ambas con un minimo del 40 % del puntaje pero se debera obtener un puntaje
promedio entre ambas del 60 % como minimo para obtener la promocion.

o Evaluacién (finalizado el curso): Los alumnos que por cualquier razén no aprue-
ben la promocién y/o la fecha libre podran rendir la evaluaciéon completa en
la semana siguiente a la finalizacién del curso (principios de Marzo). Dicha
evaluacion contara con una fecha de recuperacion la semana siguiente.

En cualquiera de los casos sera necesario obtener como minimo un 60 % del pun-
taje para la aprobacion de la evaluacion.

Cabe destacar que en todas estas evaluaciones no podra utilizarse calculadora
ni ningun otro tipo de artefacto electrénico.

Los alumnos que no aprueben en alguna de estas instancias no podran cursar la
materia Matemdtica (de ler ano) y deberdn inscribirse en un redictado del curso de
nivelacion de matematica que se dictard en modalidad extendida durante el primer
cuatrimestre (Abril-Junio).
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Sobre esta guia

La presente tiene la intencion de ser una guia que ayude a la comprension de
los temas mediante explicaciones lo mas claras y completas posibles y promueva la
autonomia del estudiante al servirle como un material completo de consulta. La actual
guia es un trabajo en continuo desarrollo, y como tal notaran que puede estar sujeta
a muchas mejoras y que algunas secciones se encuentran mas elaboradas que otras.

Los invitamos a ustedes, como usuarios actuales de la guia, a hacernos llegar
cualquier comentario que tengan sobre como mejorarla y a avisarnos si encuentran
algin error. Ayudennos a mejorar la guia para los futuros ingresantes!
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1. Conjuntos numéricos y Operaciones
elementales

Objetivos: Repasar los conjuntos numéricos y las distintas operaciones que en
ellos estan definidas.

1.1. Numeros Naturales (N)

El primer conjunto numérico que analizaremos es el de los nimeros naturales.
Este es el conjunto de niimeros que usamos para contar y lo representaremos con la
letra N. Como conjunto podriamos representarlo de la siguiente forma:

N=1{0,1,2,3,4,5,..} *

Este conjunto tiene un primer elemento (el 0) y tiene un orden implicito, en el
cual cada nimero es menor que los siguientes y mayor que los anteriores. Por ejemplo
3 es menor que 6 (y lo denotamos 3 < 6) y por otro lado es mayor que 1 (3 > 1). Sin
embargo, este conjunto no tiene un ltimo elemento, es decir que no hay un nimero
natural que sea mayor que todos los deméds (y por eso los puntos suspensivos en la
notacion de conjunto).

Este orden permite representar a los nimeros naturales como puntos aislados sobre
una recta. En su extremo izquierdo ubicamos al 0 y hacia la derecha, separados entre
si en una misma distancia arbitraria, se encuentran el resto de los niimeros, en orden
creciente. Esto es:

0 1 2 3 4 ) 6

1.1.1. Operaciones en N

Suma La suma es una operacién que logra reunir a varios niimeros en uno solo. A
cada nimero que forma parte de la suma se lo llama sumando.

Se puede interpretar a la suma de dos nimeros naturales como un movimiento
sobre la recta que vimos anteriormente. Por ejemplo 2 + 3 seria equivalente a moverse
3 unidades hacia la derecha a partir del 2, con lo cual terminariamos en el 5 (que es
el resultado de la suma):

Propiedades de la suma:

o Cerrada: La suma de dos (0o mds) nimeros naturales da como resultado un
nimero natural. En lenguaje matematico diremos que si a y b € N** entonces:

*Algunos matematicos prefieren no incluir al 0 entre los niimeros naturales, pero en este caso si
lo incluiremos, para utilizarlo en muchas de las propiedades que enunciaremos.

**El simbolo € se lee como “pertenece” y quiere decir que el nimero en cuestién estd en ese
conjunto. Por ejemplo cuando escribimos a € N queremos decir que a es un nimero natural.
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Ejemplo: EN €N eN
A~ =
2+4 = 6

o Conmutativa: El orden de los sumandos no altera a la suma. Escrito en len-
guaje matematico, si a y b € N entonces:

at+b=b+a
Ejemplo: 5+3 3+5
8 = 8

o Asociativa: El resultado de la suma no se ve alterado por el modo de agrupar
los sumandos. Es decir que si a, b y ¢ € N entonces:

(a+b)+c=a+ (b+c)

Ejemplo: (144)+7 1+ (4+7)
5+7 1+11
12 = 12

Notacion: Como consecuencia de esta propiedad, pueden omitirse los paréntesis
cuando haya varios sumandos (siempre y cuando no haya otras operaciones
involucradas). Por ejemplo lo anterior se podria haber escrito directamente como
14+44+7=12.

xikleinento neutro (0): El 0 es el neutro de la suma, ya que cualquier nimero
newin@lo a 0 da el mismo nimero. Es decir, para todo a € N:

Ejemplo: 3+0=3
Resta La resta en los niimeros naturales no estd bien definida, ya que no toda resta

de nimeros naturales da como resultado un nimero natural (y por lo tanto no toda
resta se puede efectuar dentro de este conjunto).

Ejemplos: 7 —4 = 3 pero 3 — 5 no se puede calcular en N

Producto El resultado de un producto de dos niimeros naturales se puede pensar
como sumar uno de los niimeros tantas veces como el otro numero. A cada uno de los

elementos que forma parte de un producto se lo denomina factor. Factor
Ejemplo: 3-4=4+4+4=12
—_———
3 veces
Notacion: Muchas veces en matematica se omite el simbolo ”7-” de la multiplicacién

(sobre todo cuando se trabaja con paréntesis o con letras). De esta forma, por ejemplo,
se podria escribir indistintamente:

2:b4+1 o 2b+1 3-(r—a) o 3(x—a)
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Propiedades del producto: Propiedade
del produc

o Cerrado: El producto de dos (0 més) niimeros naturales da como resultado urcerrado
numero natural. Escrito en lenguaje matematico:

SiaybeN=a-beN

Ejemplo: €N eN eN
AN A
5-2 =10

o Conmutativo: El orden de los factores no altera al producto. Escrito @pdesirtativo
guaje matematico, si a y b € N entonces:

\a-b:b-a‘

Ejemplo: 3.7 7.3

o Asociativo: El resultado del produeseiatevsee ve alterado por el modo de agrupar
los factores. Es decir que si a, b y ¢ € N entonces:

(a-b)-c=a-(b-c)

Ejemplo: (3-5)-2 3-(5-2)
15-2 3-10
30 = 30

Notacion: En este caso también pueden omitirse los paréntesis. Por ejemplo lo
anterior se podria haber escrito directamente como 3 -5 -2 = 30.

o Elemento neutro (1): El 1 es el neutro del producto, ya que cualquier niimero
multiplicado por 1 da el mismo nimero. Es decir, para todo a € N:

a-1=a
Ejemplo: 131 = 13

o Distributivo respecto a la suma: El producto de un ntiimero por una suma
es igual a la suma de los productos de dicho ntimero por cada sumando. En
otras palabras, si a, by ¢ € N entonces:

alb+c)=a-b+a-c|*

Ejemplo: 4(2 4 5) 4-2+4+4-5
4.7 8 + 20
28 = 28

*Al proceso inverso de usar la propiedad distributiva se lo llama sacar factor comun (y ya
veremos que es muy Uutil en mucho casos). Por ejemplo: 2x + kx = (2 + k)
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En expresiones compuestas, como las anteriores (con sumas, productos, poten-
cias, etc.) se llama término a cada una de las porciones de ésta que se encuentran
separadas por operaciones de suma (o resta).

Sera de suma importancia saber identificar términos y factores (cada elemento
que forma parte de un producto) de una expresién para poder operar con ella correc-
tamente.

Ejemplos:

La expresion 12417 -5+ 8 tiene tres términos. El segundo término consta de dos
factores.

La expresion 2 - (3 + 6 + 2) asi escrita tiene un sélo término, compuesto por dos
factores.

Notacion: En matemaética es importante el correcto uso de los paréntesis, ya que
a veces la presencia (o ausencia) de los mismos puede simbolizar expresiones muy
diferentes. Por ejemplo:

térm. térm.

A — ~
3-(2+44)+1=3-(2+4)+1=19

térm. térm.térm.

3.294441=3-244+1T=11

En las expresiones compuestas, las operaciones elementales tiene un orden de
prioridad a la hora de realizar los calculos. En principio, si una expresién no tiene
paréntesis (o corchetes o algun otro tipo de simbolo matematico utilizado para agrupar
elementos), el orden en que se deben realizar las operaciones es el siguiente*:

1° Potencias (o raices)
2° Productos (o divisiones)

3° Sumas (o restas)

En caso de que existan paréntesis (o algin otro tipo de agrupacién) deberd res-
petarse el orden de éstos, operando de “adentro hacia afuera” y respetando el orden
de las operaciones dentro de cada paréntesis (claro que también podré utilizarse la
propiedad distributiva en caso de ser aplicable).

Una consecuencia de ésto es que para poder realizar una operacién de forma co-
rrecta serd necesario primero resolver cada término y por ultimo realizar las sumas
(o restas) de los resultados.

Ejemplos:
2.345:-242:4+1=2-345-242. 40 =6+10+8+1=[25]

[ r——mmm— —

(14+5)-244-3+7=(1+5)-244-347 =6-244-3+7 =12+12+7 =[31]

*Si bien en esta lista aparecen algunas operaciones que todavia no hemos visto (y algunas ni
siquiera estédn bien definidas en N) las incluimos aqui para que la lista sea completa.
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Division La division es también una operacion no del todo completa en el conjunto
de los niimeros naturales, en el sentido de que no toda divisiéon da como resultado un
nimero natural.

Ejemplos:
6 dividido 3 es 2, pero 5 dividido 2 no se puede realizar en N

Sin embargo, se puede definir el algoritmo de la divisién, que nos dara como
resultado dos niimeros naturales: el cociente y el resto.

El algoritmo de la divisién asegura que dados dos niimeros naturales a (dividendo)
y b (divisor), con b # 0, existen dos tnicos nimeros naturales ¢ (cociente) y
r (resto) tales quea = b-q + r, con r < b.

Ejemplo: Dividendo Divisor
A~ =
7 2
6 3 Entonces: 7 = 2 - 3 4+ 1
1 Cociente Dividendo Divisor Cociente Resto
~—
Resto

El cociente se puede interpretar como la cantidad de veces que entra el divisor en
el dividendo (como méximo) y el resto se puede interpretar como lo que falta todavia
para alcanzar al dividendo. Esto se puede interpretar graficamente pensando en la
recta que vimos anteriormente, que pensando en el ejemplo anterior seria:

=1 AN
—_
)
w
S
ot
(o))
-3¢/

Se puede ver que el 2 entra como maximo 3 veces en el 7, pero todavia falta 1 méas
para llegar a 7.

Divisibilidad:

Si el resto de la division es 0, entonces nos queda que a = b- ¢ y en ese caso se
dice que a es divisible por b. También podria decirse que a es miltiplo de b, que
b divide a a, que b es divisor de a o que b es factor de a.

Ejemplo: Si dividimos a 28 por 4 nos da cociente 7 y resto 0. Por lo tanto 28 =4 - 7.

Entonces podemos decir que 28 es divisible por 4, o que 28 es multiplo de 4, o que 4
divide a 28, o que 4 es divisor de 28 o que 4 es factor de 28.

Nimeros primos:

Un ntimero natural (mayor que 1) se dice que es un nimero primo si sus tnicos
divisores naturales son el 1 y él mismo.

Existen infinitos ntimeros primos, pero los primeros 10 niimeros primos son: 2, 3,
5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29...
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Potenciacion La potenciacién de niimeros naturales se puede definir como multi-
plicar por si mismo una cierta cantidad de veces un mismo factor. Al nimero que
estamos multiplicando se llama base de la potencia y al nimero que indica la canti-
dad de veces que se multiplicara el otro se lo llama exponente de la potencia.

Ejemplo: 3%-=3.3.3.3.3
—_——

5 veces

Que se lee como “tres elevado a la cinco” o “tres a la quinta”.

En general, si a y n € N sodgiineda potencia n-ésima de a como:

de potencia

e Y
a"=a-a-a-..-a

~~
" veces

Propiaeledrsisdieda potencia (en N):

o

de la potencia
Exponente 1: Todo nimero elevado a la 1 es igual al mismo nimero, es decir
que para todo a € N:

Ejemplo: 5'=5

Exponente 0: Todo nimero (distinto de cero) elevado a la 0 da Exgsnde@o que
para todo a € N, a # 0:

Ejemplo: =1

Producto de potencias de igual base: Elopiedindo de potencias de igual
base es una nueva potencia, con la misma bagé';;ﬁg yBeexponente es la suma de
los exponentes. En otras palabras, si a, m y n € N entonces:

‘am.an:am—i—n‘

Ejemplo: 53 .54 — 53+4 _ 57

Potencia de potencia: Pneemateaacia de una potencia es una nueva potencia
(de igual base) y cuyo exponéfitenei el producto de los exponentes. Es decir, si
a, my n € N entonces:

(am)" — q™"

Ejemplo: (32)4 _ 324 _ 38

Distributiva respecto al producto: Imspotétieia de un producto es igual al
producto de las potencias de los factores’?egéﬁg‘;(lﬁ?ct?ohs palabras, si a, b y n € N
entonces:

(a-b)™=a™-b™

Ejemplo: (3.7 =373
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Notacion: Es muy importante el correcto uso de los paréntesis, porque la presencia
(o ausencia) de ellos puede simbolizar cosas distintas y llevar a distintos resultados.
Por ejemplo:

(2-3)>=(2-3)-(2-3)=6-6 =36 no es lo mismo que 2-3*=2-3-3=2-9=18

Aclaracién: (a+b)™ no es igual a ™ + b™, del mismo modo (@ — b)™ no es igual
aa™ —b" (es decir que la potencia no es distributiva respecto de la suma o la resta)

Ejemplo: (2 +3)2 22 + 32
52 449
25 £ 13

En particular, si se desarrolla el cuadrado de un binomio de la forma (a + b)? se
obtiene un trinomio de la forma a?+2ab+b? llamado trinomio cuadrado perfecto.*

Demostracion: Desarrollo

del cuadrado
de un binomio

(a+b)?|=(a+b)a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=|a*+2ab+ b

Ejemplo: (2+3)=2"+2-2-34+3*=4+12+9=25

Descomposicion en factores primos:

Todo niimero natural se puede escribir de forma tnica como un producto de ntime-
ros primos. A este proceso se lo llama descomposicion en factores primos, des-
composicion prima, descomposicion factorial o a veces simplemente factorizacion.

Para lograr esto se suele dividir al niimero sucesivamente por sus divisores primos
(generalmente en orden creciente), hasta que el cociente sea 1. Una forma de hacerlo
es la siguiente:

o Se coloca el nimero a descomponer, seguido de una gran raya vertical.

o Luego se lo divide por el primer divisor primo que le encontremos (anotandolo a
la derecha de la raya vertical) y se anota el cociente debajo del niimero original.

o Dividimos ahora el cociente obtenido por el primer divisor primo que le encon-
tremos y repetimos el proceso hasta que el cociente sea 1.

o Por 1ltimo, la descomposicién en factores primos del ntimero buscado sera el
producto de todos los divisores que escribimos en la columna de la derecha.
Ejemplo:

60 60 | 2 60 | 2 60 | 2 60 | 2
30 30 | 2 30 | 2 30 | 2
15 15| 3 153
) )
1

Por lo tanto 60 = 22 -3 -5 y esa es su descomposicién en factores primos.

*Si en lugar de (a + b)? hubiera sido (a — b)? el desarrollo hubiera quedado a? — 2ab + b>
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Minimo Comun Multiplo:

Se llama minimieisomun miltiplo (que de ahora en mas denotaremos MCM)
de dos o0 mas nur&@?@%“ﬁaturales al menor nimero natural que es multiplo de ellos.
Para encontrar dlChO numero se puede seguir el siguiente método:

o Se encuentra la descomposicién en factores primos de cada uno de los ntimeros.
o Se toma cada factor primo que aparezca en alguna de las descomposiciones (ya
sea que esté repetido o no) elevado a su mayor exponente.

Ejemplo:
Para hallar el MCM entre 60, 8 y 18 (que podremos denotar como MCM(60, 8, 18))

lo primero que hacemos es encontrar sus descomposiciones en factores primos:

60 | 2 812 18 | 2
30 | 2 412 913 Por lo tanto:
1513 2|2 313 60=22-3-5
515 1 1 8§ =23
1 18=2-32

Los tunicos factores primos que aparecen en estas descomposiciones son 2, 3 y 5.
Ademas, el maximo exponente a que aparece elevado el 2 es 3, el méaximo exponente
a que aparece elevado el 3 es 2 y el maximo exponente a que aparece levado el 5 es 1.

Por lo tanto el |[MCM(60, 8, 18) = 2% - 3% . 5 = 360

Aclaracién: El MCM de dos o mas nimeros nunca podra ser menor que cual-
quiera de ellos. A lo sumo podré ser igual a alguno de ellos, si es que éste es multiplo
de todos los demds. Por ejemplo, el MCM(2,16,8) = 16, ya que 16 es miiltiplo de 8
y de 2

1.2. Numeros Enteros (Z)

Cuando hablamos de la resta en el conjunto de los nimeros naturales (pag. 11)
dijimos que no era una operacion bien definida en dicho conjunto ya que no podiamos
realizar la operacién para cualquier par de nimeros naturales. Por ejemplo 3 — 4 no
es una operacion que se pueda realizar en N. Es esto lo que motivo a la creaciéon de
otro tipo de nimeros, que son los nimeros negativos —1, —2, —3, —4, ... . Estos, junto
a los naturales, forman lo que se conoce como el conjunto de los nliimeros enteros
y lo representaremos con la letra Z. Como conjunto podriamos representarlo de la
siguiente forma:

Z=A..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

Notese que este conjunto conserva la idea de orden que tenia el conjunto de los
naturales, pero a diferencia de éste, no tiene un primer elemento (es decir un nimero
que sea menor que todos los demas. Por eso en la notacion de conjunto usamos puntos
suspensivos en ambos extremos.

Podemos extender la representacion grafica del conjunto, sélo que ahora la recta
no tendra un principio, si no que se extenderd indefinidamente en ambas direcciones.
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En algiin punto arbitrario de la misma colocaremos el 0 y hacia su derecha seguiran
estando los niimeros naturales (que son enteros positivos) y a su izquierda los nimeros
negativos (cada uno separado una misma distancia arbitraria). Esto es:

-3 =2 -1 0 1 2 3

En esta representacion, podemos ver que @padastimero tiene un par que le corres-
ponde y esta ubicado a la misma distancia que él del 0, pero del lado opuesto. Es
entonces légico pensar en llamar a ese niimero su opuesto y lo denotaremos como el
mismo nimero, pero con un “—" adelante. Es decir que dado un nimero entero a su
opuesto serd —a. Por ejemplo, —2 es el opuesto de 2 y 3 es el opuesto de —3:

< opuestos —

Ve

-3 -2 -1 0 1 2 3

(.

< opuestos —

Observacién: El 0 es el tinico niimero que es igual a su opuesto (y por lo tanto puede
decirse que no tiene signo, es decir que no es ni positivo ni negativo).

Valor absoluto:

Se llama valor absoluto de un nimero a dicho nimero sin considerar su signo
y lo denotaremos con el nimero encerrado entre “| |”. En un lenguaje un poco mas
formal definiremos al valor absoluto de un niimero entero a como:

a sia>0],
la| = .
—a sia<O0

Por definicién entones, el valor absoluto de un ntimero es un valor siempre posi-
tivo, y puede interpretarse como la distancia que hay desde el nimero hasta el cero.
Representando esto en base a los ejemplos anteriores:

Distancia 3

~ Y
“— & ————— 00—

-3 -2 -1 0 1 2 3

Distancia 2 Distancia 2

*Nétese que esta definicidn nos dice que si el nimero al que le estamos calculando su valor absoluto
es positivo, lo dejamos como estd, pero si el nimero es negativo el valor absoluto nos devuelve su
opuesto, es decir el mismo nidmero, pero sin su signo (cosa que ya habfamos definido més arriba, de
manera menos formal)
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1.2.1. Operaciones en Z

Suma (y Resta) La suma hereda en Z todas las propiedades que tenfa en N (y
aqui esta vez simplemente las enunciaremos sin ejemplos) y tiene algunas propiedades
nuevas que analizaremos en mas detalle.

La resta en cambio estard ahora bien definida en Z, pero antes de enunciar sus
propiedades veremos que esta intimamente relacionada con la suma.

Propiedades de la suma:

Sia, by c e Z entonces:
o Cexrada: a +b e Z

o Conmutativa:a +b=0b+ a

Asociativa: (a +b) +c=a+ (b+ ¢) Asociativa

@)

Elemento neutro (0): aNeuwexoi

@)

Opuesto: Compueatdlijimos, en Z cada nimero tiene un opuesto, pero ademas
cada nimero sumado a su opuesto da 0. En otras palabras, para todo a € Z
existe su opuesto —a € Z tal que:

@)

a+(—a)=0

Ejemplo: 5+ (=5)=0

Una consecuencia de esto es que se puede pensar a la resta como la suma de un
opuesto. Una ventaja de esto es que al pensarlo asi no es necesario definir una
nueva operacién (la resta) y que podemos utilizar todas las propiedades de la
suma antes mencionadas.

Aclaracidn: Si bien la resta no es conmutativa (2 — 3 # 3 — 2), si la pensamos
como suma de un opuesto entonces si lo es (siempre y cuando mantengamos el
signo acompanando al nimero que corresponde).

Ejemplo:
3-5 5—3 pero 3+ (=H) (=5)+3
-2 # 2 -2 = =2

Podemos ademas seguir interpretando a la suma como un movimiento sobre la
recta (de forma similar a lo que vimos en N), pero en este caso si restamos (o
sumamos un numero negativo) nos tendriamos que mover hacia la izquierda.
Por ejemplo, 3 — 5 seria moverse 5 unidades hacia la izquierda a partir del 3,
con lo cual terminariamos en —2 (que es el resultado):

33—

-~ — 00— >

-3 -2 -1 0 1 2 3

N

+—5
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Producto El producto hereda en Z todas las propiedades que tenia en N. Ademas
se agrega la regla de los signos para el producto, que veremos con un poco mas de
detalle.

Propiedades del producto:

Sia, by c € Z entonces:

o

o

e}

e}

(0]

(0]

Cerrado: a-b € Z Cerrado

Conmutativo: a-b=>b-a

Asociativo: (a-b)-c=a-(b-c) Asociativo
Elemento neutro (1):a-1=a

Distributivo respecto a la suma: a(b+c¢) =a-b+a-c

Regla de los signos: El producto de dos enteros del mismo signo es un niimero
positivo, y el producto de dos enteros de distinto signo es un niimero negativo.
En resumen:

Producto | Resultado
+ por + +
— por — +
+ por — —
— por + —

Ejemplos: 2-3=6  (=2)-(-3)=6  2-(-3)=-6  (-2)-3=6

Notacion: Cuando trabajamos con ntimeros negativos es esencial utilizar los
paréntesis de forma adecuada para no cometer errores. Por ejemplo, si quere-
mos escribir el producto de 2 por —3 tendremos que poner 2 - (—3) (o de forma
més reducida 2(—3)), pero no 2 - —3 porque podria confundirse con una resta.

Sin embargo, cuando el nimero negativo es el primer factor pueden omitirse los
paréntesis. Por ejemplo (—2) - 3 podria escribirse directamente —2 - 3.

Division La divisién sigue siendo una operacién que no siempre puede realizarse
en el conjunto de los niimeros enteros. Sin embargo, cuando pueda realizarse (es decir
cuando un numero sea divisible por otro), deberd seguirse la misma regla de los
signos que para el producto.

Ejemplos: —6 dividido 2 es — 3 — 6 dividido — 2 es 3

También sigue pudiendo aplicarse el algoritmo de la divisién (con una pequena

variante en la condicién impuesta al resto). Este asegura que dados dos nimeros
enteros a (dividendo) y b (divisor), con b # 0, existen dos tinicos nimeros enteros
q (cociente) y r (resto) talesquea =b-q+ r,con 0 < r < |b|.

Prop
del p

Conmutativo

Neu
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Potenciacion La potenciacién de exponente natural y base entera sigue teniendo
la misma definicién y propiedades que en N. Ademas habra que tener cuidado con el
signo del resultado (consecuencia de la regla de los signos del producto).

Es decir, si a € Z y n € N soeéfizienla potencia n-ésima de a como:
de potencia

enZ
a"=a-a-a-..-qa
Ny - J
n veces

Ejemplos:
(42 = (=2) (<2) (=) = =8 (=5)* = (=5) - (-5) =25

Notacion: Cuando trabajamos con potencias de base negativa es importante el co-
rrecto uso de los paréntesis, ya que a veces la presencia (o ausencia) de los mismos
puede simbolizar expresiones muy diferentes. Por ejemplo:

(=2)*=(-2)-(-2) =4 mnoeslomismo que —2°=-2-2=—4

Propiceledesisieda potencia (en Z):

de la potencia

SiaybeZynym e N entonces:

o Exponente 1: a' = a

Exponente 0 0 Exponente 0: a® = 1 (para a # 0)

o Praducte de potencias de igual base: a™ - a™ = a™™™"
potencias

. . n .
o Potencia de potencia: (a™) = a™"

o Distmbutivavrespecto al producto: (a - b)™ = a™ - b™
al producto
o Signo de la potencia: Debido a la regla de los signos para el producto uno
puede saber el signo del resultado de una potencia en base al signo de la base y la
paridad del exponente. Los exponentes pares daran siempre resultados positivos
y los exponentes impares daran resultados que conservaran el signo de la base.
En resimen:

Base | Exponente | Resultado
+ par +
- par +
+ impar +
— impar —

Ejemplos:
20=2.2.2.2=16 (=2)'=(-2)-(=-2)-(-2)-(-2)=16

2=2.2.2=28 (=2)3 = (=2) - (=2) - (—2) = -8
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1.3. Numeros Racionales (Q)

Hasta ahora vimos conjuntos donde la divisién no estaba bien definida (es decir
que no siempre podiamos dividir dos nimeros del mismo conjunto y que nos diera
un resultado dentro del mismo conjunto). Esto es consecuencia de que los nimeros
enteros (y los naturales también, ya que son un subconjunto de éstos) se encuentran
“separados” entre si una misma distancia: la unidad. Es decir, se puede pasar de un
entero a su siguiente sumandole 1 (o a su anterior restandole 1), pero no habra ningin
numero entero entre éstos.

Surge entonces la idea de poder dividir a la unidad en porciones més pequenas y es
asi que surge la idea de las fracciones. Por ejemplo, podemos dividir a la unidad en
tres partes iguales y cada una de ellas seria % Podemos luego tomar dos de estas partes
y tendriamos % o tomar cinco de estas partes y tener % También podriamos haber
dividido a la unidad en cuatro partes iguales y cada una de ellas seria }1, pudiéndolas
tomar por ejemplo de a tres para obtener %. También podriamos incluir el opuesto de
esta ultima, que seria —%.

Seran estas fracciones las que formen el conjunto de los ntimeros racionales,
que representaremos con la letra Q. En la notacion de conjunto podriamos escribirlo
como:

Q:{@talesquemynEZ,conn#O}
n

Al nimero inferior lo llamaremos denominador y nos dira en cunetasipadées hay
que dividir a la unidad (y por lo tanto no podra ser 0, ya que no se puede dividir
por 0) y al nimero superior lo llamaremos numerador y nos dird cudntas de estas
partes deberemos tomar.

Técnicamente los niimeros enteros también son racionales, ya que cualquier niime-
ro entero a se puede pensar como §. Por ejemplo, 5 € Q ya que 5 = % (ybyleZ).
=2

252 gon

equivalentes a la expresion —%, y esta ultima suele ser la més utilizada. Por otro lado
(y debido a la misma razon) la expresién :—;’ es equivalente a la expresién %

Notacion: Debido a la regla de los signos para la division, las expresiones

Todo nimero racional podra escribirse también en forma decimal, ya sea con
decimales exactos (es decir con parte decimal finita), como por ejemplo % =1,5,0con
decimales periédicos (que se repiten en una determinada secuencia indefinidamente),
como por ejemplo % =03 = 0,333333... .

Podemos seguir representando a los numeros racionales sobre una recta, pero
ahora esta estara poblada de infinidad de niimeros* y ya no separados por una misma
distancia. Para ubicar un niimero racional sobre esta recta tendremos que dividir a la
unidad segun la cantidad que indique el denominador y tomar tantas de estas partes
como indique el numerador (teniendo en cuenta ademads el signo de la fraccién, para
saber en que direccién respecto al 0 hay que dirigirse). Por ejemplo:

W=
Wl
Wl
Wl
Wl
NG
NG
N
N
N
NG
NG

*Sin embargo todavia no estaran todos los puntos de la recta.
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Fracciones equivalentes:

En general existen infinitas formas de representar una determinada fraccion. Por
ejemplo, si cortamos una pizza de la forma tradicional (8 porciones) cada porcién
representara % de pizza. Ahora bien, si nos comemos 4 de estas porciones habremos
comido % de pizza, pero sera lo mismo que decir que comimos % de pizza.

A todas las fracciones que representen un mismo numero racional las llamaremos
fracciones equivalentes. Para obtener fracciones equivalentes a partir de una frac-
cién dada podemos multiplicar (o dividir) tanto el numerador como el denominador
por un mismo numero (distinto de 0).

EJemp1023 3.9 6 3 35 15 3 _3-(=3) -9 9

2 2.2 4 %2725 10 % 272.(=3 =6 6

Si en lugar de multiplicar hubiéramos dividido en numerador y el denominador
por un mismo numero (que sea divisor de ambos y que no sea 0) también estariamos
obteniendo fracciones equivalentes, pero a ese proceso se lo suele llamar simplifica-
cién de una fraccion. Este proceso puede realizarse en un solo paso, o en varios pasos
sucesivos. Ademas, el proceso de simplificacion se podra seguir hasta que el numera-
dor y el denominador no tengan factores primos en comun. A este tipo de fracciones
las llamaremos fracciones irreducibles®

Ejemplos: 2 16 8
16 _16 _2 2_32_ 16 _8
40 4 5 12 ¥ 6 3

5 6 3

Aclaracién: Notese que si se cancela completamente el numerador deberemos dejar
un 1 en su lugar, ya que al dividir un nimero por si mismo el cociente es 1. Con el
denominador pasaria lo mismo, pero en ese caso no sera necesario escribirlo, porque
las fracciones con denominador 1 son ntmeros enteros.

Ejemplos: 1 )
4 _4_1 30_30_6_¢
12 ¥ 3 6 6 1

3 1

1.3.1. Operaciones en

Suma (y Resta) Para sumar (o restar) dos nimeros racionales podremos hacerlo
de forma sencilla si ambos tienen el mismo denominador (ya que estaremos su-
mando “porciones del mismo tamano”). Por ejemplo, tres porciones de pizza mas seis
porciones de pizza son nueve porciones de pizza. Esto mismo en notacién de fracciones
seria:

3 6 346 9

8 8 8 8

*En general sera preferible trabajar con este tipo de fracciones para que las cuentas sean més
sencillas de realizar. Por lo tanto es recomendable simplificar las fracciones antes de realizar cualquier
operacion con ellas.
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Si queremos generalizar esto podriamos decir que si se tienen dos fracciones de

. . a
mismo denominador (o sea —y — € Q), entonces:  Suma de
¢ c fracciones

con mismo

a b a + b | denominador
_I_

C C C

Ahora bien, si tenemos dos fracciones con diferente denominador sera ne-
cesario obtener fracciones equivalentes a éstas pero que tengan entre si el mismo
denominador y asi luego podremos sumarlas directamente. Por ejemplo, tres porcio-
nes de pizza més un cuarto de pizza no son cuatro de nada (no puedo sumar el tres y
el uno). Pero un cuarto de pizza equivale a 2 porciones de pizza, con lo cual tendremos
en total 5 porciones de pizza. Esto mismo en notacién fraccionaria seria:

3 1 3 2 3+2 5

8 * 4 8 - 8 8 8
Para encontrar el denominador comtin que deberan tener las fracciones deberemos
usar el MCM (ver pégina 17) entre los denominadores de las fracciones involucradas
en la suma (o resta). En el ejemplo anterior usamos un denominador comun 8, ya
que 8 = 23 y 4 = 22 y por lo tanto el MCM(8,4) = 23 = 8 (aunque en ese caso tan
sencillo podiamos haberlo calculado sin necesidad de factorizar los denominadores).

Veamos ahora un ejemplo un poco més complicado. Supongamos que queremos
restar 2% y %. Primero encontraremos la descomposicion en factores primos de cada
uno de los denominadores, para hallar el MCM(20, 75). Esto es:

20 | 2 7513 Por lo tanto:
10 | 2 255 20=2%.5
515 515 75 =352
1 1

Entonces: MCM(20,75) = 2% - 3 - 5% = 300

Esto quiere decir que deberemos encontrar fracciones de denominador 300 que sean
equivalentes a las que deseamos sumar. Esto lo logramos multiplicando el numerador
y denominador de cada fraccién por el cociente que resulte de dividir el MCM por su
denominador*. En este caso nos quedaria:

3 3-15 45 8 8-4 32

20 20-15 300 75 75-4 300

Y ahora que tenemos dos fracciones equivalentes a las anteriores, pero con un deno-
minador comun las sumamos directamente:

308 45 32 45-32 13

20 75 300 300 300 300

*Si observamos detenidamente la descomposicién en factores primos de cada denominador y
del MCM podremos identificar facilmente por qué nimeros faltaria multiplicar para obtener el
denominador deseado. Por ejemplo, en la primer fraccién el denominador es 22 -5 y el MCM es
22 . 3. 52, entonces estd claro que faltan un 3 y un 5 (es decir un 15). En el segundo caso falta un
22 es decir un 4.
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Si tratamos de generalizar este método nos quedara algo que parece mas complejo
de lo que es. Sin embargo vamos a intentar generalizarlo en el lenguaje matematico
(simplemente para que la guia quede completa), pero no debemos perder de vista cual
es la técnica utilizada: llevar las fracciones a fracciones equivalentes con un
denominador comin para luego sumarlas (o restarlas) directamente. Sean
7y 5 € Q, entonces:

a c a- MCN;(b,d) c- MCN(Ii(b’d) a- MCNi’(b,d) +e- MCl\/lIi(b,d)
b d_ MCM(b,d) = MCM(b,d) MCM (b, d)

Propiedades de la suma:
Si % 2 % € Q entonces:
Cerrada: — Aeemrd@aQ
0] erraaa: — erradal
b d
C tati anin c ¢ N a
o Conmutativa: co dva— + —
i i A AL
Asociati ( o n e a n (c " e)
o Asociativa: | As vh4+ — = — 4=
¢ Fob\d g
o Elemento neutro (0): EN@GO:@)%
Opuesto: — 4o a) 0
o) uesto: — uesto | =
P b 3

Producto El producto de niimeros racionales dara como resultado un nuevo niimero
racional cuyo numerador sera el producto de los numeradores y cuyo denominador

c
y — € QQ entonces: Producto de

serd el producto de los denominadores. En otras palabras, si 773

nimeros
racionales

Ejemplos:

r_zr 4o 2 6
Lo

-5 15 )

) 25

[GVIN )

2.7 14 2.( 3):(—2)-(—3)_6

Esta definiciéon nos permite establecer reglas para simplificar las fracciones antes de
realizar el producto*. En rega @eso, como el nuevo numerador estara formado por el
producto de los nume%‘i‘!ﬁi‘%‘s’ﬂ‘lﬁf"éﬂ nuevo denominador estara formado por el producto
de los denominadores, ,seo@@gﬂs&islmphﬁcar cualquier numerador con cualquier
denominador. fracciones

*De todas formas nada nos impide realizar el producto y simplificar luego, pero generalmente es
recomendable simplificar antes de hacer las cuentas, para trabajar con nimeros menores.

Prop
de la
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Ejemplo: 2 5
8 25 g 25 25 2-5 10
15 12 15 ¥ 3 3 33 9
3 3
Propiedades del producto: Propiedades
del producto
Si %, 2 y ? € Q entonces:
o d a c €0
o} errado: — - — Cerrado
b d
a ¢ c a
o Conmutativo: — - — = — -« — Conmutativo
b d d b
a c e a c
o Asociativo: <— . —) == — <— —> Asociativo
b d f b d
a a
o Elemento neutro (1): 3 1= 3 Neutro (1)
Distributi to al (crs)=2.%44.6
o Distributivo respecto a la suma: — | — + — ——=+a-—
P b\d  f) b d ¥
o Regla de los signos: Mismegiui para los ntiimeros enteros (pag. 20)
los signos

o Existencia de inverso multiplicativo: Todo ntimero racional no nulo tiene
un inverso multiplicativo, que al multiplicarlo por el da 1. En otras palabras, si
q € Q con g # 0 entonces existe su inverso multiplicativo (y lo denotaremos %)
y cumple que:

qg-—=1
q

Si escribimos esto mismo como fracciones, resulta que el inverso multiplicativo
de 3 es g ya que:

a b a b_1
b a b-a
Ejemplos:
3412 5 (2)_10_ L
4 3 12 2 5 10 2

Célculo de porcentajes:

Una aplicacién muy ttil del producto de niimeros racionales es para el célculo de
porcentajes, una operaciéon muy comun en la vida cotidiana. El simbolo que utilizamos
para referirnos al porcentaje es% y siempre va precedido de algtiin ntimero (10 %,
25 %, 63 %, etc.) que hace referencia a una proporcion. La correcta interpretacion, por
ejemplo del 12 %, es 12 de cada 100 partes (de algo). Esto quiere decir que siempre
que hablemos de porcentaje no sélo tenemos que hacer referencia al porcentaje en
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si, si no también a la cantidad de la que estamos hablando (es decir al porcentaje
de qué nos estamos refiriendo). Por ejemplo no es lo mismo el 5% de 240 que el 5%

de 3000000. Por lo tanto, para calcular porcentajes deberemos realizar el producto
de un numero racional (en este caso %) por otro nimero (que es la cantidad a la

que estamos queriendo calcularle el porcentaje). Escrito en forma general, si se quiere
calcular el X% de una cantidad A habria que calcular:

X
100

Ejemplo:
Supongamos que nuestro jefe nos dice que a partir del mes que viene vamos a tener

un aumento del 15 % en nuestro salario (que actualmente es de $10220) y queremos
calcular cuanto mas estariamos ganando el préximo mes. Para eso debemos calcular
el 15 % de 10220, es decir:

3
15 15 ol
210220 = = - 10220 = 3 - 511 = 1533
100 160
20
1

Es decir que recibiremos un aumento de $1533.

Divisién La divisién (también llamada cociente) estard ahora bien definida en el
conjunto de los racionales (siempre y cuando el divisor no sea 0) y serd un nuevo
nimero racional, cuyo numerador sera el producto del numerador del dividendo por
el denominador del divisor y su denominador sera el producto del denominador del
dividendo por el numerador del divisor (es decir que se debe hacer la multiplicacién

cruzada). Dicho de otra forma, SD:b;%i'orrdE Q (con b, ¢ y d # 0) entonces:

P “_ a-d

b'd b-c
Ejemplo: 3 2 3.5 15 2 3 -2.8 16
75 T7-2 14 15°8 15-3 45

Notese en el dltimo ejemplo que el signo negativo de la fraccion afecta solo al nume-
rador (también podria afectar solo al denominador, pero no a ambos).

Debido a esta definicién podemos establecer reglas para la simplificacion de las
fracciones antes de realizar la divisién (que como si@agaaiees recomendable). En este

caso la simplificacién podra hacerse numeradof“é'@ﬂﬁ?ﬁffﬁl%rador o denominador con
para_la

denominador (ademéds de la usual simplificacién dertsiendeeuna misma fraccién).
fracciones
Ejemplo: 3 9
12 8 ¥ 8 3 2 3-3 9
25°15 25°15 5°3 5-2 10
5 3

*Muchos de ustedes tal vez estén acostumbrados a usar la regla de tres simple para calcular
porcentajes (y es perfectamente valido siempre y cuando se use correctamente), pero esta forma de
calcularlo es muy practica, sobre todo para el planteo de ecuaciones, como veremos més adelante.



Facultad de Ciencias Agrarias y Forestales, UNLP 27

Notacion: Para simbolizar la divisién usaremos los simbolos “:” | “+” o una raya hori-

zontal separando al dividendo (en la parte superior) del divisor (en la parte inferior).
Por ejemplo, el iltimo ejemplo podriamos haberlo expresado como:

12
12 8 12 8 %5 .
— = — = — 0 =
25 " 15 25 15 8

15

La existemmiasida énverso multiplicativo nos permite pensar a la division como un
pyodugto por . .. . .. . . a
producto (el {¥idendd” por el inverso multiplicativo del divisor). En decir, si —

y
C del divisor b
7€ Q (con b, ¢ y d # 0) entonces:
a ¢ a d_ a-d
b'd b e b-c
Ejemplo 8.2 35 35 15
75 7T 2 7.2 14

Si se piensa a la division como un producto por el inverso del divisor se cum-
plen todas las propiedades del producto que vimos anteriormente para nimeros
racionales.

Potenciacion En el conjunto de los nimeros racionales podemos ahora extender
nuestra definicién de potenciacion, no solo a bases racionales, si no también a exponen-
tes enteros, ya que podremos definir a las potencias negativas gracias a la existencia

del inverso multiplicativo. Es decir, que si a € Q y n € Z entonces: Potencias
negativas
a "= —
an
Ejemplos: _3 1 _3 1 1 1
2 = — = — —2 = = — = — —
23 8 (=2) (=2)2 =8 8
(1)3 L1 ( 2)2 1 L, 409
2) TR E 3) Ty i

Notese que en los dos tltimos ejemplos se ve que elevar una fraccion a una potencia
negativa equivale a invertir la fraccién y elevarla a una potencia positiva (y en general
serd esta la forma recomendable de trabajar). Por ejemplo:

@ (-

*Notese que esta 1iltima notacion puede resultar confusa si el dividendo o el divisor es un niimero
entero y por lo tanto no es muy recomendable (al menos en esos casos). Por ejemplo una expresion

de este estilo T puede resultar muy confusa.

5



28 Nivelacion de Matematica

Notacion: Cuando trabajamos con potencias de base racional es importante el correcto
uso de los paréntesis, ya que a veces la presencia (o ausencia) de los mismos puede
simbolizar expresiones muy diferentes. Por ejemplo:

2\? 4 o 22 4
- = — o €S 10 MI1SIMoOo que - = =
3 9 ue 3 =3

Propiedades de la potenrespiéeandd):

de la potencia

SipyqeQ, nym € Z, entonces:
o Exponente 1: p! = p
o Exponente 0: ppsnehtépara p # 0)

o Producto de potencias de igual base: pfaupis as p™ "
potencias
o Cociente de potencias de igual base: llocasiente de potencias de igual base
serd una nueva potencia con la misma baR@t al;‘%fbaésgyo exponente serd la resta

de los exponentes. En otras palabras: si p 7é1 1,1 entonces:

pm
_n — pm—n
p
Ej los:
jemplos g_z _ 353 _ 32 22__34 — 93—(-4) _ 93+4 _ o7

o Potencia de potencia: (pFohcisap™™
potencia

o Distributiva respecto al productostpuig)es= p™ - ¢

al producto

o Distributiva respecto al cociente: Imspatesicia de un cociente es el cociente
de las potencias del numerador y del ﬂ%ﬁg?gifﬁe;}ti’édor. Dicho de otra forma, si

a
7 € QQ entonces:

Ejemplos:
3\*_ 3 9 2\ =2\ (=2t 16
2] 22 4 3/ (3 /) 3¢ 81

o Signo de la potencia: Mignwaeegla de signos que las potencias en Z (pag. 21)

potencia
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1.4. Numeros Reales

De a poco fuimos completando nuestros conjuntos numéricos. Comenzamos con
los naturales, luego incluimos sus opuestos (los negativos) para forma los enteros y
luego partimos en varias partes a cada uno de estos para generar las fracciones y asi
tener a los nimeros racionales. Sin embargo, a pesar de esto nuestra recta numérica no
esta completa. Todavia quedan algunos nimeros que no podemos expresar como un

cociente de enteros. A estos niimeros, que en su representacion decimal tienen infinitosNumeros

decimales no periédicos, como V2 = 1,414...,7 = 3,14159..., etc., los llamaremodrracionales

numeros irracionales (ya que no se pueden expresar como una razén o cociente
entre dos nimeros enteros) y los representaremos con la letra I.

Estos ntimeros irracionales junto a los niimeros racionales formaran el conjunto de
los niimeros reales. Este sera el conjunto con el que trabajaremos de aqui en mas en Numeros
esta gufa y a lo largo de la materia de Matemdatica (aunque no es el conjunto numérico reales
definitivo, existe por ejemplo el conjunto de los niimeros complejos, que incluyen a los
reales y a otros nuevos nimeros (los imaginarios), pero no trabajaremos con ellos). Al
conjunto de los reales lo representaremos con la letra R y en la notacion de conjuntos
lo podemos expresar como:

R=QUI

A este conjunto podremos ahora si representarlo como la recta numérica com-
pleta, donde cada punto de ésta corresponderd a un nimero racional o irracional y
contaran con un orden (los nimeros mayores siempre se encuentran hacia la derecha).
A los ntimeros irracionales los ubicaremos sobre la recta de forma aproximada (aunque
hay métodos geométricos para graficar algunos de ellos) y a los nimeros racionales
los ubicaremos como vimos anteriormente. Por ejemplo:

1 5
3 1 V5 m
~1 -2 0 1 12 2 13

Radicacion Introduciremos en los niimeros reales una nueva operacién que es la
radicacién. Es una operacién que es inversa a la potenciacién. Por ejemplo, para
calcular /8 (que se lee como “rafz ciibica de 8”) deberemos pensar en un niimero
que elevado a la 3 de como resultado 8 (en este caso serd 2). Al nimero que estamos
queriendo calcularle la raiz (en el ejemplo el 8) lo llamaremos radicando y al nimero
que indica el “tipo” de raiz lo llamaremos indice de la raiz (en el ejemplo el 3).

Para definir a la radicacién de forma general tendremos que tener ciertas precau-
ciones, dependiendo del indice de la raiz (que serd para nosotros siempre un nimero
natural no nulo) y el signo del radicando (que serd un nimero real). Debido a las
reglas de los signos para las potencias (pag. 21), tendremos entonces dos definiciones
ligeramente distintas dependiendo si el indice de la raiz es par o impar:

o Raices de indice par: Si a es un ntmero real positivo y rDesnitgmmiimero
natural par definiremos a la raiz n-ésima de a como el nﬁmeréjage% Eositivo

. indice par
que elevado a la n de como resultado a. En otras palabrassia € Ryn € Ny

n es par y a > 0 entonces definimos:

JYa=0b si b" =a (conb > 0)




Definicién
raiz de
indice impar
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Ejemplos:
V9 =3 ya que 3°=9 V16 =2 yaque 2* =16

Notese que en los ejemplos el resultado siempre fue uno solo y positivo, por
més que (—3)% también es 9 y (—2)* también es 16. Esto es consecuencia de
la definicién, en la cual al momento de redactarla decidimos elegir el resultado
positivo.*

Notacion: Por convencién en las raices de indice 2 (llamadas raices cuadra-
das) se omitira de escribir el indice en la raiz, como vimos en el ejemplo anterior.

Aclaracién: Las raices de indice par de nimeros reales negativos no
estan definidas en R, ya que ningiin nimero real elevado a una potencia par

dard un como resultado un nuimero negativo. Por lo tanto, expresiones como
v —2 0 v/—5 no estaran definidas para nosotros.

Raices de indice impar: Si a es un niimero real cualquiera y n es un niimero
natural impar definiremos a la raiz n-ésima de a como el nimero real que
elevado a la n de como resultado a. En otras palabrassia € Ryn € Ny nes
impar entonces definimos:

Va=b si b"=a

Ejemplos:
V125 =5 ya que 5 =125 V—=32= -2 yaque (—2)°=—32
Notese en estos ejemplos que las raices de indice impar estan bien definidas

tanto para nimeros positivos como negativos y el resultado conserva el signo
del radicando (similar a lo que pasaba con las potencias de exponente impar).

Propiedddepiedades de las raices:

de las raices

o Distributiva respecto al producto: La raiz de un producto es igual al pro-

ducto de las raices (siempre y cuando éstas se puedan calcular). En otras pala-
bras, si a y b € R (y no son negativos en caso de que el indice sea par) y n € N,

entonces:
Va-b=a-vVb
Ej los:
N N S I V8 3=18-V3=23

Esta propiedad se suele usar para extraer factores de las raices (como ocurrié
en el ultimo ejemplo). A veces serd necesario operar de forma adecuada con el
radicando para poder extraer estos factores. Por ejemplo:

VI8 =v9-2=V9-v2=3V2 V32=V8-4=V8 - Vi=2V1

*Distinta serfa la situacién si tuviéramos que encontrar los resultados de la ecuacién 22 = 9, pero

eso lo veremos mas adelante.
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Diswriddistributiva respecto al cociente: La raiz de un cociente es igual al cociente

respegi© ?és raices (siempre y cuando éstas se puedan calcular). De forma general
cocliente A . L.

diremos que si a y b € R (y no son negativos en caso de que el indice sea par),

b# 0y neN, entonces:

Ejemplos:

ﬁ_ﬁ_z f5_ V5 _ V5 4_vi_ 2
9 V9 3 8 2 3 V3 V3

Muchas veces en matematica, cuando tenemos una expresiéon como la del ultimo
ejemplo (con una raiz en el denominador), se realiza una operacién llamada
racionalizacién para obtener una fraccion equivalente, pero con denominador
entero. Por ejemplo:

2 _ 2 V3 2V3 23 23
V3 VB VB VBB (vB) 3

Aclaracién: /a+b no es igual a Va + /b y del mismo modo /a — b no
es igual a {/a — Vb (es decir que las raices no son distributivas respecto de la
suma o la resta)

Ejemplo:
VAF9  VA+V9
VI3 243
V13 # 5

o Raices y potencias del mismo orden: Si tenemos una raiz de una poten-
cia de un mismo orden podemos, dependiendo de la paridad del indice de la
raiz, “cancelarlas” de alguna forma. Si el indice es impar, podremos cancelarlas
directamente (y quedard simplemente el radicando). En cambio si el indice es
impar lo que obtendremos es el valor absoluto del radicando (ver pagina 18),
ya que las raices de indice par siempre dan como resultado un nimero positivo.
Entonces, si a € R y n € N tendremos:

e Sin es par: Var = |al
e Sin es impar: Va™ = a
Ejemplos:

V3i=1[3=3 (-3)P=|-3=3 V(2 = o

e gEme ()2

=l o]
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o Raices como potencias fraccionarias: Toda raiz de indice natural se puede
pensar como una potencia fraccionaria, dénde el indice de la raiz es el denomi-
nador del exponente. En otras palabras, si a € R (y no es negativo si el indice
es par) y n € N, entonces:

\"/a = a,%
Ejemplos: V5 — 5% Ko 2% V=3 = (-3)

o Raices y potencias: La propiedad anterior, junto a la propiedad de las po-
tencias de potencias nos permite escribir a cualquier combinacion de raices y
potencias como una unica potencia de exponente fraccionario, dénde el nume-
rador es el exponente original y el denominador es el indice de la raiz. Dicho de
otra forma, si a € R (y no es negativo en caso de que el indice de la raiz sea
par), n € Ny m € Z, entonces:

Vam = (Ya)" = ¥

=

Ejemplos:

Fe(a) s ()t v (i)

Ademas, el hecho de poder pensar a las raices como potencias fraccionarias nos
permite aplicar en la radicacion todas las propiedades de la potenciacion.

Estimacién del valor de las raices irracionales

Algunas de las raices que hemos calculado dan como resultado un nimero entero
o racional, pero otras raices, como la v/2 sabemos que son irracionales. Veamos ahora
un método para estimar el valor de las raices de este tipo y al menos poder saber
entre que dos niimeros enteros se encuentran.

Una forma de hacer esto (sin la calculadora) es fijarse entre que nimeros enteros
que tengan raiz exacta se encuentra el radicando. Por ejemplo, supongamos que que-
remos saber entre que dos nimeros enteros se encuentra v/11. Para eso vemos que
11 esté entre 9 y 16 (dos niimeros cuyas raices cuadradas son enteros consecutivos).
Entonces tenemos que:

\/@9 <<\1/11_1<<1(i/ﬁ D Aplicando la raiz cuadrada a cada uno

3 < V11 < 4 D Calculando

Por lo tanto v/11 estard entre 3 y 4 (y probablemente més cerca del 3, ya que 11
estd més cerca de 9 que de 16).*

*Si quisiéramos seguir ajustando la aproximacién, podriamos por ejemplo tomar el promedio
de los dos valores (3,5 = %) y elevarlo al cuadrado y ver si 11 es mayor o menor que él (en este
caso da %, que es més grande que 11 y por lo tanto v/11 estard entre 3 y 3,5). Podriamos seguir
repitiendo este método indefinidamente para lograr la precisién que deseemos (pero en nuestro caso
generalmente nos alcanza con saber entre que dos nimeros enteros se encuentra).

Estimacién
del valor
de las raices
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Potenciacion Podemos ahora extender entonces las propiedades de la potencia a
los casos donde la base sea real y el exponente racional.

Propiedades de la potencia (en R): Propiedades
de la potencia

SiaybeR, § y - € Q (y ay b positivos cuando asi se requiera), entonces:

o Exponente 1: a! = a Exponente 1
o Exponente 0: a® = 1 (para a # 0) Exponente 0
ProduetdRiEOducto de potencias de igual base: as-as =qats
potencias
P
as v
o Cociente de potencias de igual base: — = a4« = (si a # 0)
as
o Potencia de potencia: (ag)g —aqas
o Distributiva respecto al producto: (a - b)g — ad - ba
p P
. . . . a 1 aq .
o Distributiva respecto al cociente: <Z> = o (sib#0)
q

Suma (y Resta) Si bien la suma y la resta estdn perfectamente bien definidas
en R, cuando tengamos que sumar (o restar) nimeros reales a mano, sélo podremos
sumar los términos racionales entre si, y los términos que tengan mismos numeros
irracionales (es decir términos similares).

Ejemplos:
1 1 > 8
2+3\/5+47r—7\/3+§:2+§+3\/_—7\/5+4w:§—4\/5+47r

V20 +3V5 =V4-54+3V5 = Va5 +3V5 = 25+ 3V5 = 5V5

Propiedades de la suma:

Sia, by ceR entonces:

o Cerrada:a+beR

o Conmutativa: a +b=0b+ a
Asociativa: (a +b) +c=a+ (b+ ¢)
Elemento neutro (0): a4+ 0 =a

Opuesto: a + (—a) =0

e}

e}

(0]
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Producto (y Divisién) El producto (y la divisién pensada como producto por el
inverso del divisor) tienen todas las propiedades que tenian en Z

Propiedad®&opiedades del producto:
del producto

Sia, by céeR entonces:

Cerrado o Cerrado: a-b e R

o Conmutativo:a-b=>b:a

@)

Asociativo: (a-b)-c=a-(b-c)

Neutro (1)

O

Elemento neutro (1):a-1=a

O

Inverso

Inverso multiplicativo (%) a- % =1 (sia#0)
tiplicativo

@)

Distributivo Distributivo respecto a la suma: a(b+c¢) =a-b+a-c

res. a la suma

Regla de
los signos

O

Regla de los signos: Misma que para los niumeros enteros (pag. 20)

Ejercicios
Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario

1. Realizar las siguientes operaciones con nimeros naturales, usando las propieda-
des siempre que sea posible.

a) (3+8)5-2+9 b) 2-34+5(2+2) c)2+3-3+4-2+1

d) (3+2)2+534(22)° e) (3%)2-3%.(3-2)? f) (243)3.5.22

2. Hallar la descomposicién en factores primos y el MCM de los siguientes grupos
de numeros naturales

a) 8, 14 y 49 b) 30, 24 y 25 c) 120 y 80

3. Calcular usando las propiedades de los niimeros enteros
a) —3(5—17) +4(-3) b) (2—-5)(-843)—3 «¢) 3-(-2)—4(3+2-273)
d) (-=2)3+2-5%—32 e) (3—5)1+3(3-2)2 f) (2-3%)3%.21.3

4. Realizar las siguientes operaciones con nimeros racionales

2) 1—(1—(1—(1+1)) b) L+ o 2-3

0G0 ()  G-) 0i
3
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(-3 3o+

5. Calcular

o (5+5)(6+3)
(60 T o

6. Resolver y simplificar utilizando las propiedades de la potencia

35

a) 62-6° b) 873.84 c) b*-b8 d) (32°)(bx~3)
B _ B 74 45 (ab)?
) (271 aty ) (8y) ) o 8 by 22
) 12h8 ) ThB2~4 ) (2a"08) (5 Ladv™3)
1 —_—
—4h~4 ) —4(k=4)3275 (5adv3)(2-1aBv=0)
7. Calcular y simplificar utilizando las propiedades de las raices y de las potencias.
49 81
—\ = b — —6b)? d) —v Ve
a) 36 ) i c) +/(—6b) ) —V/32 e) Ve

27y
f) —/—243 — /243 h) — /81
) g) ) \/ 34343 \/ 16a4
425093 y ¢ 3abu~! )2~21/3 ) 3 0\ 9
9z =81 81ladu—3 m 21/6 1 5

8. Calcular

a>< G‘%H*%)‘l—; b) VBVE— 2 <) 2/50-3VI8+23

Qe R EORONEOR
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2. Ecuaciones lineales

Objetivos: Conocer los métodos de resolucién de ecuaciones lineales y su aplica-
cion a la solucién de problemas de diverso origen y motivacion.

2.1. Definiciéon

Una ecuacion es una relacion de igualdad entre cantidades, algunas de ellas des-
conocidas. El origen de las ecuaciones debe verse en ciertos problemas surgidos tanto
de una situaciéon de interés real como planteados para entretenimiento; ambos casos
poseen remotos antecedentes historicos. El afan por resolver estos problemas, ya por
necesidad, ya como diversion, llevo paulatinamente a la idea fundamental: introducir
cantidades desconocidas y someterlas a las leyes de la aritmética, considerando que
son numero a conocer. [lustremos esta idea con un problema que data de principios
del siglo XV'II, y que dice ast:

A un criado se le ha prometido la suma de 100 pesos mds una capa como sueldo
anual. Al cabo de 7 meses el criado se va, y recibe como pago total la capa y 20 pesos.
¢Cual es el precio de la capa?.

La cantidad desconocida es el valor de la capa; por comodidad designemos con ¢
dicha cantidad; ¢ es un niimero a conocer.

¢+ 100
12

es el sueldo mensual prometido,

7(c + 100)

G es el sueldo por los 7 meses trabajados

¢ + 20 es lo pagado por esos 7 meses.

Luego:

7(c + 100)

= 2
B c—+ 20

El problema ha quedado reducido a encontrar un niimero ¢ que verifique la igual-
dad anterior. Observemos que, para obtener la ecuacion, hemos operado con ¢ como
si fuera un nimero (por ejemplo: le sumamos 100 al resultado lo dividimos por 12,
ete.).

Vemos entonces que, originado en la solucion de problemas como el anterior, apa-
rece el interés por conocer métodos que permitan resolver las ecuaciones. Se sabe
por ejemplo que la resolucion de ecuaciones sencillas como la anterior, era conocida
por culturas tan antiguas como la egipcia (aunque carecian del simbolismo adecuado
que actualmente utilizamos). Este estudio, llevado a cabo durante siglos, es lo que se
conoce con el nombre de Algebra.
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2.2. Resolucion de ecuaciones

La soluciéon de una ecuacion es un nimero z, tal que al reemplazar la incognita
por xy en la ecuacién se obtenga una identidad numérica.

El procedimiento basico para tratar una ecuaciéon estda basado en la idea men-
cionada anteriormente: la incégnita es un nimero -actualmente desconocido- que se
quiere identificar.

Es posible entonces pensar que una ecuacién es una igualdad entre niimeros ; seran
validas, en consecuencia, las propiedades de dicha igualdad:

Sumando (o restando) a ambos miembros de una igualdad un mismo nimero se
obtiene otra igualdad.

Multiplicando (o dividiendo) ambos miembros de una igualdad por un nimero (en
el caso de dividir, no nulo) se obtiene otra igualdad.

Usaremos estas reglas para transformar una ecuacién en otra que tenga las mismas
soluciones, pero cuya resolucién sea mas sencilla. Veamos un ejemplo:

Jr+1=2—-x

Sumando = a ambos miembros obtenemos la ecuacién : 4x + 1 = 2 que tiene las
mismas soluciones que la anterior.

Restando 1 de ambos miembros obtenemos: 4x = 1 y, finalmente, dividiendo por
4 ambos miembros: x = }1

Por lo tanto }L es la solucion de la ecuacién original.

Lo que hemos hecho es transformar sucesivamente la ecuacion con el fin de despejar
la incognita.

Llamaremos ecuaciones equivalentes a aquellas que poseen las mismas solu-
ciones. Por ejemplo, las sucesivas ecuaciones obtenidas en el ejemplo anterior son

equivalentes.

Las reglas basicas que permiten transformar una ecuacién en otra equivalente son
las siguientes:

Regla 1: Sumando o restando a ambos miembros de una ecuacién una
misma cantidad, se obtiene una ecuacién equivalente.

Regla 2: Multiplicando o dividiendo ambos miembros, de una ecuacién
por una misma cantidad no nula, se obtiene una ecuacion equivalente.

2.3. Ecuaciones de primer grado o lineales

Cierto tipo de ecuaciones se resuelven utilizando exclusivamente las dos reglas
enunciadas més arriba; son las llamadas ecuaciones lineales y tienen la forma:

ar =10b

0 una equivalente a ella.

Regla:
obten
ecuaci
equive
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2.3.1. Soluciones de una ecuacién lineal

Las ecuaciones lineales pueden tener soluciéon tnica, infinitas soluciones o no
tener ninguna solucion.

Una ecuacién lineal puede tener una solucién dnica, por ejemplo:
—3r=2(xr—1)+4
—5x =2

2 . » L
—x es la solucién de la ecuacidn.

Una ecuacion lineal puede tener infinitas soluciones, por ejemplo:
3r —10 =23z — 5) — 3z
3z — 10 = 6 — 10 — 3z
3r —10 =3z — 10
0=0
Cualquier numero reemplazado en la incognita la convierte en una identidad
numérica. Por lo tanto la ecuacién tiene infinitas soluciones (que en este ca-
so son todos los nimeros reales).

Una ecuacién lineal puede no tener solucién, por ejemplo:
—3r—8=2(x—1)— 5z
—3r—8=2x—-2—-5x
—3r —8=—-3x—2
0 =6 contradiccion
No existe ningin numero que reemplazado en la ecuacion la convierta en una
identidad numérica. Luego, la ecuacién no tiene solucién.

Ejercicios
Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario

1. Resolver las siguientes ecuaciones (si tienen solucién) y, en el caso que existan,
verificar las soluciones obtenidas

a) 10-2x=x—-1 b) 8z+xr—1=—2zx+1 c) -—x=-3x+1

2
d) 3(x+5):—2(—4x+7) e) 2—2)3—x)=(1—-2)(5—x)

2(x +1)

f) 242=—-B—-2)+5 g 2(x—2)—Bzx+1)— 1

=3(2—1x)
2. Resolver los siguientes problemas

a) Se sabe que la ecuacién : (2a —1)(z +1) 4+ 2 = q, tiene por solucién z = —2.
.,Cudl es el valor de a?
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b) ;Cudl es el nimero cuya tercera parte sumada a su quinta parte es igual a
407

¢) (A qué numero hay que sumarle 5/2 para que la suma sea igual a su tercera
parte?

d) Un padre tiene 30 anos y su hijo 2. ; Cuéntos anos deberan transcurrir para
que el padre tenga 8 veces la edad de su hijo?

e) Una persona recibe un aumento de 10 % en su salario, alcanzando un ingreso
de $ 13200 mensuales. ;Cuél era su salario antes del aumento?

f) En una oferta, un local de venta de articulos deportivos redujo el precio de
unas zapatillas en un 20 % hasta alcanzar un precio de $1120. ;Cudl era el
precio original?
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3. Ecuaciones de segundo grado

Objetivos: Conocer los métodos de resolucién de ecuaciones cuadraticas. Aplica-
cion a la solucién de problemas de diverso origen y motivacion.

3.1. Definicion

Se llaman ecuaciones de segundo grado o ecuaciones cuadraticas a las
ecuaciones de la forma: az? + bx + ¢ = 0, con a # 0 o cualquier otra ecuacién
equivalente a ella.

A los niimeros a, b y ¢ los llamaremos coeficientes jcsefidiant@spectivamente el
coeficiente del término cuadratico, el coeficiente del término lineal y el coeficiente
independiente (o término independiente) y en nuestro caso serdn siempre nimeros
reales. Nétese que esta denominacion hara referencia a los coeficientes de los términos
cuando la ecuacién esté escrita en la forma indicada mas arriba (es decir con todos
los términos agrupados de un mismo lado de la igualdad).

3.2. Meétodos de resolucion

Comencemos viendo como se resuelven ciertas ecuaciones de segundo grado sen-
cillas (cuando no tienen término lineal o término independiente), para luego analizar
algunos métodos de resolucién generales para cualquier ecuacién cuadratica.

Todas estas ecuaciones pueden tener (en el conjunto de los nimeros reales) dos
soluciones, una soluciéon o ninguna, dependiendo de como sea la ecuaciéon. Tam-
bién veremos entonces alguna forma de identificar de antemano cuantas soluciones
reales tendrd una ecuaciéon cuadratica.

3.2.1. Ecuaciones cuadraticas sin término lineal

Si la ecuacién cuadratica no tiene término lineal (es decir que se puede escribir
de la forma ax? + ¢ = 0) la ecuacién se puede resolver por simple despeje, prestando
mucha atencion a las propiedades de la potencia.

Ejemplo:

Despejando z2

)

Nz=Rr D Aplicando la raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad
= 0 Utilizando la propiedad de las raices y potencias de indice par
Por definicion del valor absoluto

P

En este ejemplo la ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones, y como en
cualquier ecuacién podemos comprobar que realmente sean las soluciones correctas.
En efecto:

Conmzy =2 3(22-12=3-4-12=12-12=0

Conmy=—2: 3(-2)?-12=3-4-12=12-12=0
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Notacion: Muchas veces en despejes similares al anterior se suelen omitir los ulti-
mos dos pasos de la resolucién y luego de 2?> = 4 se suele escribir directamente
r = +v/4 y luego x = 2 como las soluciones de la ecuacién cuadratica. Esto es una
forma mas resumida de escribir lo anterior, pero es de suma importancia saber por
qué escribimos ese + cuando hacemos ese tipo de despejes.

3.2.2. Ecuacidnes cuadraticas sin término independiente

Si la ecuacién cuadratica no tiene término independiente (es decir que se puede
escribir de la forma az? + bx = 0) la ecuacién se puede resolver reescribiéndola como
z(ax + b) = 0* y luego utilizar una propiedad del producto de nimeros reales que
dice que si un producto de dos (o mas) factores da cero, entonces alguno
de ellos debe valer cero. De esta forma se resolveran dos ecuaciones mas sencillas
y se encontraran las soluciones de la ecuacion original.

Ejemplo:
2 - _
926 =l D Agrupando los términos a un mismo lado de la igualdad
*+4x =0 )
vz +4) =0 D Sacando factor comun x
=0 6 o +_ 4—0 2 Utilizando la propiedad del producto de factores que da 0
— —— D Resolviendo ambas ecuaciones
’ r1=0; 29 = — ‘

Aclaracién: Se debe tener cuidado al resolver este tipo de ecuaciones de no perder
soluciones durante el despeje. Por ejemplo uno podria haber comenzado a resolver de
la siguiente forma:

x? = —Ax

4 D dividiendo ambos miembros por x

Lo cual estd mal, ya que nos hace perder una de las soluciones (z = 0). El paso
de dividir ambos miembros de la igualdad por un nimero para obtener una ecuacion
equivalente es valido siempre y cuando el nimero por el que estamos dividiendo
sea distinto de cero (y en este caso como dividimos por una incégnita no sabemos
si es asf). Por lo tanto podria haberse resuelto la ecuacién de la tltima forma, pero
aclarando que ese paso es valido si ® # 0 y luego analizar que pasaria para x = 0.
Por lo tanto suele ser mas recomendable trabajar como vimos al principio.

3.2.3. Meétodo de completacién de cuadrados

La idea fundamental de este método consiste en ver que la ecuacion cuadratica se
puede reescribir usando el desarrollo del cuadrado de un binomio (ver pégina 16) y
poder asi obtener una ecuacion que se pueda despejar por métodos similares a los del
caso 3.2.1.

*Notar que si se usa la propiedad distributiva en esta nueva expresiéon se obtiene la expresién
original. A esta técnica para reescribir la ecuacién se la llama sacar factor comun y la veremos con
mas detalle cuando analicemos factorizacién de polinomios y expresiones algebraicas.
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Ejemplo:

Sea la ecuaciéon: 22 —6x+5=0

Los términos x2 — 62 pueden considerarse como parte del desarrollo del cuadrado
del binomio: (z — 3)? =2? — 6z + 9

Pero como en nuestra ecuacién no tenemos el término +9 vamos a agregarlo pa-
ra asi completar el cuadrado. También tendremos que agregar un término —9
también, para que la ecuacion siga siendo equivalente a la original.

El nimero que hay que sumar (y restar) se puede calcular (siempre y cuando
el coeficiente del término cuadritico sea 1) como la mitad del coeficiente del
término lineal, elevado al cuadrado. Esto se debe a que en el desarrollo de
(x + k)? = 2% + 2kx + k? el coeficiente del término lineal es 2k y lo que debemos
agregar para completar el cuadrado es el término k2.

Sigamos entonces con el ejemplo:

2? — 6z +5=0
2? — 6z L 9-94+5=0 D Completando cuadrados (sumando y restando 9)

. , . _ 2
(@ —3)2—9+5=0 D Reemplazando los tres primeros términos por (z — 3)
D Operando

r—32—-4=0 ]
( (z _)3)2 .y 2 Despejando
3= 4+1/1 2 Despejando como en el caso 3.2.1
’ ;_ gi 9 2 Despejando

‘1‘1:5;552:1‘

3.2.4. Forma general (férmula de Bhaskara)

El método es general, si consideramos la ecuacién

az® +br+c=0 (con a # 0)

b
Sacamos a como factor comin:  a(z? + —z) +c=0
a
b2
Sumamos y restamos dentro del paréntesis la cantidad positiva: 4_2:
a
b b? b?
2, Y 2 -0
afe” + anr 4a? 4a2) e
Agrupamos convenientemente:
(2+b + b2) 52+ 0
a(z+ -+ -—)— —+c=
a 4a? 4a
Operando:
b, b
a(x + %) I +c=
b b?
alz+—)?=——
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b, b*—dac
a(x + %) = —4a

Pasamos a dividiendo (pues a # 0)

b, b*—dac
(z + %) 402
b b? — dac
ST B
T 2a 4a?

_ —bxVb? —4dac
B 2a
(llamada férmula de Bhaskara)

xr

Puesto que el cuadrado de cualquier niimero real es un nimero real positivo, pa-
ra que existan soluciones reales en una ecuacién cuadratica tiene que cumplirse que
b? — 4ac > 0.

Ejemplos:

1) Decir si existen soluciones para las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a) 6z — bz +1=0

Como a = 6; b= —5y ¢ =1 en esta ecuaciéon b* — 4ac = (=5)? —4-6-1=1> 0
y por lo tanto la ecuacién tendra dos soluciones, las cuales son:

5++v1 541 5—v1 5-1

2-6 12 2-6 12

b) 422 +4x+5=0
Comoa=4;b=4yc=>5en esta ecuaciéon b?> —dac = 4> —4-4-5=—64 <0
entonces la ecuacidén no tiene solucién en los ntimeros reales.

c) 4z’ —4r+1=0
Como a =4; b= —4y ¢ =1 en esta ecuacién b*> — 4ac = (—4)> —4-4-1=0. La
ecuacion tiene una sola solucién en los niimeros reales, la cual es:

4+/0 440 |1
2-4 8 |2

T = To =

2) ;Cuadl es el nimero natural que sumado al cuadrado de su consecutivo da 1097

Si Si n es un nimero natural; su consecutivo es n + 1, entonces:
n+(n+1)% =109

n+n?+2n+1=109

n?+3n—108 =0

Cuyas soluciones son: n; =9 y mny = —12 pero como n debe ser nimero

natural, la solucion del problema es
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Ejercicios
Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario
1. Utilizando el método de completacién de cuadrados, resolver las ecuaciones
a) 2 +4x+2=0 b) z? — 162 +39 =0 c) 22— 10z +5 =20

2. Resolver las siguientes ecuaciones

a) 22 —3x—70=0 b) 32?4+ 62 — 36 =0 c) =222 —2x—10=0
d) 5(1 — 2?) = —10(z + 1) e) 2z +3)2x—3)=9(x—1)
f) 20—z)+(z—1)2?=2—x g) 312 +3—bx=x+22*—6

3. Resolver los siguientes problemas

a) Hallar el/los niimeros tales que su cuadrado sea igual a su opuesto.

b) ;Cudl es el nimero natural tal que la mitad del producto por su consecutivo
es igual a 157

c¢) La cuarta parte de un nimero, multiplicada por ese nimero aumentado en
dos unidades, es igual a seis veces y media dicho niimero. ;Cudl es el/los
nimeros que cumplen esa condicion?

d) La superficie de un rectdngulo es de 108 cm?. Sabiendo que uno de los lados
es igual a los 4/3 del otro, calcular las dimensiones del rectangulo.

e) La superficie de un tridngulo es de 60 cm?. ;Cudnto mide la altura, sabiendo
que tiene 2 cm mas que la base?

f) Calcular el/los nimeros que sumados a su cuadrado dan como resultado
treinta.

g) Encontrar tres nimeros naturales consecutivos cuyos cuadrados sumen 77.
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4. Polinomios

Objetivos: Efectuar correctamente operaciones con polinomios.

4.1. Definicion

Se llaman polinomios a las expresiones de la forma:
P(x) = ap+ a1z +ax®+ ... +a,xz™ donde los ag, ay, ..., a, son elementos, por ejemplo,
del conjunto de los niimeros reales, llamados coeficientes, x es una indeterminada,
y los exponentes de la indeterminada x son todos enteros no negativos.

Si a,, # 0 diremos que el grado de P(z) es n (es decir la mayor potencia a la que
aparece elevada la indeterminada x). A este coeficiente a,, lo llamaremos coeficiente
principal (es decir el coeficiente del término de mayor grado) y lo denotaremos
generalmente como C,.

Llamaremos término independiente al término de grado 0 (es decir el término
donde no aparece la indeterminada ).

Aclaracién: Es importante para estas definiciones que los polinomios sean escritos
de forma que haya a lo sumo un término de cada grado.

Llamaremos polinomio nulo al polinomio: 0(z) = 0 + 0z + 0z* + ... + 02". El
polinomio nulo no tiene grado.

Dados dos polinomios P(z) y Q(z) no nulos, diremos que son iguales si y solo si
los coeficientes de los términos de igual grado son iguales.

El polinomio opuesto de P(x) = ag + a1z + asx® + ... + a,z" es
—P(z) = —ap — a1x — apx® + ... — ap, "

4.2. Operaciones con polinomios
4.2.1. Suma

La suma de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene agrupando los térmi-
nos del mismo grado y sumando sus coeficientes.

Ejemplo:
Si P(x)=1+xz—52>+72°y Q(x) =2 — x — 122 + 32> — 2" entonces:

P(z)+ Q(z) =3 — 172> + 323 — z* + 72b

La diferencia entre P(z) y Q(x) es equivalente a sumar a P(x) el opuesto de

)
Q(z). Es decir: P(z) — Q(x) = P(x) + (—Q(x)).

Gradc
coefici
princi

Térmi
indep¢
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4.2.2. Producto

La multiplicaciéon de polinomios se define de modo tal que satisfaga la propiedad
de la multiplicaciéon de potencias de igual base, para la indeterminada z, la conmu-
tatividad de x con los nimeros reales y la propiedad distributiva de la multiplicacion
respecto de la suma.

Ejemplo:
Si P(z) =14z —52%+72° y Q(z) = 2 — x — 1227 entonces:

P(z) -Q(z)=(1+z—52*+72°) - (2— 2 —122%) =
=2—2—122%) + 2(2 —z — 122?) — 52*(2 — v — 122%) + T2°(2 — x — 122?%)
=2 — 1 — 1222 + 22 — 2% — 1223 — 102% + 5% 4 602* + 142° — 728 — 8427
=2 — x4+ 22— 1222 — 22 — 102 — 1223 + 523 + 602* + 142® — 725 — 8427
=2+ x — 2322 — Ta® + 60x* + 1425 — T2% — 8427

4.2.3. Division

Dados dos polinomios P(z) (dividendo) y D(z)(divisor) con D(z) # 0(z), es
posible determinar C(z) y R(z) tal que:

P(z) = D(z)-C(z) + R(x) *

siendo el grado de R(z) menor que el grado de D(x) o bien R(z) = 0. C(z) se llama
polinomio cociente y R(z) resto.

Si R(z) = 0, entonces P(x) = D(x) - C(x) y se dice que P(x) evidimisibde por
D(x).Este concepto es andlogo al visto en niimeros naturales y enteros.

Ejemplo:
Plx)=2—x+1yD(@x)=2>—-z+1

234022 — 2z +1 [z’ —z+]1

23 — 222 + 2 2r + 2
_2x2—3x+1
202 — 22 + 2
-z —1

En este caso el dividendo es P(x) = 223 — x + 1; el divisor es D(z) = 2* — 2 + 1; el
cociente es C(x) =2z +2 y el restoes R(z) = —x — 1
Por lo tanto:

20° —x4+1=(2>—2+1) 20 +2)+ (-2 —1)
— Y — M
dividendo divisor  cociente resto

*Nétese la similitud entre esto y el algoritmo de la divisién de naturales y enteros.
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4.2.4. Regla de Ruffini

Es un procedimiento que permite hallar el cociente y el resto en el caso en que
el divisor sea un polinomio de la forma x — a .

Sean P(x) =213 — 42> +5y D(x) =z + 2

Regla de Coeficientes del dividendo — 2 4 0 5
Ruffini
Opuesto del término independiente del divisor — -2 -4 16 -32

2 -8 16 |-27]

Se baja el primer coeficiente. Los restantes se obtienen multiplicando el anterior
por el nimero que se escribe en el angulo izquierdo y se coloca a continuacion en
la segunda fila, luego se suman primera y segunda fila. El nimero recuadrado es el
resto. Los demas ntimeros son los coeficientes del cociente, el cual serd un polinomio
de un grado menos que el dividendo. Por lo tanto el cociente es 222 — 8z + 16.

Por lo tanto: 223 — 42? + 5 = (v + 2)(22? — 8z + 16) — 27

4.2.5. Valor numérico

Si a es un nimero real cualquiera, se llama valor numérico P(a) de un polinomio
P(z) al nimero que se obtiene sustituyendo el valor a en lugar de z y efectuando los
calculos.

Ejemplo:

Si P(z) =212 —3z+6  P(—2)=2(—2)2—3(=2) +6 = 20

4.2.6. Raiz o cero de un polinomio

El nidmero a se llama raiz o cero del polinomio P(z) si P(a) = 0. Raiz c
polino
Ejemplo:
Los nimeros 0; —1; 1 son raices de P(z) = 2° — x puesto que:
P0)=03-0=0 P(-1)=(-12-(-1)=0 P1)=13-1=0

3

4.2.7. Teorema del Resto

El resto de la divisién de un polinomio P(x), por otro de la forma x — a es igual
a P(a).

Ejemplo:
El resto de dividir P(z) = 2® —2*> + x4+ 1 por z + 2 es
P(=2)=(-2%—-(-2?+(-2)+1=-13
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Observacioén: Si a es raiz de P(z), por el teorema del resto sabemos que el resto de
dividir a P(z) por (z —a) serd 0 ya que P(a) = 0y por lo tanto P(x) = (x —a)-C(x)
Entonces se dice que P(z) es divisible por = —a o que P(x) es multiplo de = —a.

Ejemplo:
P(r) =23+ 4z + 16 con a = —2
P(=2) = (=2)® + 4(—2) + 16 = 0
Como —2 es raiz de P(x) dividiendo P(z) por = + 2 usando la Regla de Ruffini

1 0 4 16
-2 -2 4 -16

1 2 8 |[0]

Entonces 23 + 4z + 16 = (x + 2)(2? — 22 + 8)

Ejercicios
Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario

Dados los siguientes polinomios:

Plzl'—?) P2:$+4 P3:.T2+2.T P4:—3£C2+2
P5:373+2 P6:$4—4 P7:$3+2SC2
Py =3a* + 223 — 52 — 1 Py=a2>—723+5x -6

1. Resolver las siguientes operaciones de polinomios
a)P3—|—P4 b)Pg—i-Pg C) PQ—PB d)P7—P4
e) PP f) Pr- P g) Ps- s h) Py - Py

2. Encontrar el cociente y el resto de las siguientes divisiones. En caso de ser posible
utilizar la regla de Ruffini

a) Py/P; b) Py/ Py c) Ps/Fs d) Ps/Ps
e) Py/Py f) Py/Ps g) s/ P h) Py/P
3. Calcular los siguientes valores numéricos
a) Py(—1) b) P4(2) c) Ps(-2) d) Ps(-1) e) Fs(3)

4. Calcular, usando el teorema del resto, el resto de las divisiones del ejercicio 2)
en los casos que sea posible.

5. Calcular las raices reales de los siguientes polinomios

a) z—8 b)a+l5 ¢ 222 —z—1 d)z*-4 e) 2?+4 f) 2348
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5. Factorizaciéon de expresiones algebraicas

Objetivos: Factorizar correctamente expresiones algebraicas.

5.1. Definiciéon

Llamaremos expresiones algebraicas a expresiones compuestas por nimeros y
letras relacionadas entre si por las operaciones basicas.

Ejemplo:
btS — b3 4 5b + 2bt — 2 es una expresién algebraica.

5.2. Factorizacion

Factorizar una expresion algebraica consiste en escribirla como producto de ex-
presiones algebraicas mas sencillas.
Por ejemplo: la expresién 222 + 4ax se puede escribir como 2x(z + 2a).

5.2.1. Factor Comun

En este caso se separa en términos y se extraen los factores comunes que estan en
todos los términos.
Ejemplos:

723 — 4922 = |72 (x — 7)

ba? — 20%a® + a*b? = | b?a*(b — 2a + a*V?)

5.2.2. Trinomio Cuadrado Perfecto

Puesto que (a + b)?> = (a +b)(a + b) = a® + 2ab + b?, podemos usar esta igualdad
para factorizar algunos trinomios de segundo grado.
Ejemplo:
224+ 10z+25=2*+2-5-2+5*=|(z+5)*|= (2 +5)(z +5)

5.2.3. Cuatrinomio Cubo Perfecto

Puesto que (a + b)* = (a +b)*(a + b) = a® 4+ 3a®b + 3ab® + b*, podemos usar esta
igualdad para factorizar algunos cuatrinomios de tercer grado:
Ejemplo:
62 +12t+8=t3+3-2- 124322t + 22 =|(t +2)° | = (t +2)(t +2)(t +2)

5.2.4. Diferencia de cuadrados

Puesto que (a +b).(a —b) = a® — 1?
Ejemplos:
¥ —9=[(b+3)-(b—23)

2t — 16a* = (2% — 4a?)(2® + 4a®) = | (z — 2a)(z + 2a)(2® + 4a?)
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5.2.5. Factorizar polinomios conociendo una raiz

Como vimos en la seccién 4.2.7 (pag. 48), si a es raiz de P(x), entonces P(z) es
divisible por (z — a) y por lo tanto P(z) = (z — a) - C(z), dénde C(z) es el cociente
de la divisién de P(z) por (z — a).

Ejemplo:
Como —3 es rafz de x* — 8z + 3 (ya que (—3)® — 8(—3) + 3 = 0), entonces basta con
hallar el cociente de la divisién:

Por lo tanto 2 — 87 +3 = |(z + 3)(2* — 3z + 1)

Observacién: Si conocemos una raiz de un polinomio siempre vamos a poder facto-
rizarlo encontrando el cociente mediante la regla de Ruffini, ya que el divisor siempre
sera de la forma x — a.

5.2.6. Factorizar polinomios con la féormula de Bhaskara

Si P(x) es un polinomio de grado 2y a; y ay son sus raices (las cuales se pueden
encontrar resolviendo la ecuacién de segundo grado P(x) = 0 mediante la férmula de
Bhaskara), entonces P(z) = Cp(x — a1)(z — az), donde C), es el coeficiente principal
de P(x).

Ejemplo:
Sea P(x) = 22%—2x—12. Buscamos sus raices resolviendo la ecuacién 222 —2x—12 = 0
mediante la férmula de Bhaskara:

2+4/(—2)2—-4-2-(-12) 2410
2.2 4

Por lo tanto 222 — 2z — 12 = | 2(z — 3)(z + 2)

a1 = = a1 =3; ap=—2

5.3. Operaciones con fracciones algebraicas

Llamaremos fraccion algebraica a todo cociente del tipo g dénde Py @ son
alguna expresién algebrica como las definidas anteriormente (ver pagina 50).

Para operar con este tipo de expresiones usaremos los mismos principios que para
las operaciones con nuimeros racionales, con alguna salvedad especial a la hora de
simplificar estas expresiones.

Ademas en muchos pasos trataremos de factorizar las expresiones algebraicas lo
més posible, es decir escribirlas como producto de factores irreducibles (es decir
aquellos que ya no puedan escribirse como producto de factores mas sencillos). En
el caso de los polinomios, los factores irreducibles serdan solamente los polinomios de
grado 1 y los de grado 2 que no tengan raices reales (ambos de coeficiente principal

1).
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Simplificacién de fracciones algebraicas:

Para simplificar una fraccién algebraica deberemos factorizar el numerador y el
denominador lo méas posible. Luego podremos cancelar factores iguales que se en-
cuentren tanto en el numerador como en el denominador, pero aclarando que esa
simplificacién es posible en caso que dicho factor sea distinto de 0.

Ejemplo:
Factor/gomﬁn TEP
o+ 4a® +4r oz (2 4+ 4o+ 4) w($+2)7‘{ x(r+2) 49
§ = = = Sl x # —
r-—4 r—2)(x+2 T —2 T —2
(z=2)(z+2) (z—-2)(z+2]
Dif. de cuadrados si x427#0

En este caso la cancelacion es vélida sélo si o + 2 # 0 (es decir si @ # —2), ya que si
no la tltima expresién no es equivalente a las anteriores (porque esa expresion si estd
definida para x = —2 mientras que las otras no, porque no se puede dividir por 0) y
es por eso que se debe anadir la condicion x # —2.

Aclaracién: Cabe destacar que sélo se pueden cancelar de esta forma factores.
Es decir, s6lo podremos simplificar cosas que estén multiplicando al numerador y al
denominador. De ninguna manera podremos cancelar términos (algo que esté
sumando o restando) del numerador y denominador. Por ejemplo:

2
w + Esta mal simplificado!
r+ X
Suma (y Resta) La suma (y resta) de fracciones algebraicas las realizaremos con
el mismo principio que la suma de nimeros racionales explicada anteriormente (ver
pagina 23). Al igual que en ese caso, las fracciones son faciles de sumar y restar si
tienen igual denominador. Si no tendremos que encontrar fracciones equivalentes con
denominador comin (multiplicando el numerador y el denominador por las mismas
expresiones algebraicas) para luego sumarlas (o restarlas) directamente.
Veamos ahora en detalle los pasos que se deben seguir, mediante un ejemplo
concreto. No trataremos de definir de forma general la suma como hicimos con los
nimeros racionales porque es basicamente la misma idea:

o (Calculo del denominador comun que deberan tener las fracciones.
o Calculo de las fracciones equivalentes con dicho denominador.

o Calculo de la suma (o resta).

Calculo del denominador comun (MCM)

Para calcular cual sera el denominador comiin que tendremos que usar en los
calculos primero deberemos factorizar todas las expresiones algebraicas que se en-
cuentran en los denominadores (seria el andlogo a encontrar la descomposicién en

Simpl
de fra
algebr
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factores primos). Luego tomaremos cada factor que aparezca en alguna expresion,
elevado al maximo exponente que aparece (exactamente igual que hacfamos con el
célculo del MCM).

Ejemplo:
3x x?

_ . 8r2 —8 4x?+8x+4
En ese caso primero factorizamos los denominadores:

Supongamos que queremos calcular:

Factor comin Dif. de cuad.

82° =8 =8 (v —1) =8(x+1)(x—1)=2%x+1)(x—1) < 3 factores distintos

Factor comun TCP
7\ 7\

4 +8r+4=4(x* +2r+1) =4(x +1)> = 2*(x + 1)* <« 2 factores distintos

Ahora que tenemos a la vista todos los factores, tomamos cada uno de los que aparece
en alguna de estas expresiones, elevado al maximo exponente que aparece. Por lo tanto

el denominador comin que tenemos que utilizar sera: | 2°(x 4 1)*(z — 1) | (N6tese que

no hay que olvidarse de los factores que son simplemente nimeros).

Calculo de las fracciones equivalentes

Una vez que calculamos el denominador comin, procedemos a calcular las frac-
ciones equivalentes de forma similar a lo que haciamos con los niimeros racionales:
nos fijamos que factores le faltan a los respectivos denominadores y multiplicamos el
numerador y denominador de esa fraccién por estos factores.

Siguiendo con el ejemplo:
El denominador de la primer fraccién es 23(z + 1)(z — 1), es decir que le falta un
factor (z + 1) para ser igual al denominador que queremos. Por lo tanto:

3z 3z B 3z(z +1) B 3z(x +1)
812 —8 B(x+1)(z—1) Ba+1)(z—1)(z+1) |[23(x+1)2(z—1)

El denominador de la segunda fraccién es 2%(x + 1)2, por lo cual faltarfa un factor 2
y un factor (x — 1). Por lo tanto:

x? B x? B 2?2(x — 1) B 22%(x — 1)
42 + 8z +4 2z +1)2  22(z+1)2x—1) |23(z+1)2(x—1)

Resta de las fracciones equivalentes

Habiendo obtenido las fracciones equivalentes con un denominador comun, aho-
ra simplemente procedemos a restarlas, operando con las expresiones algebraicas del
numerador, teniendo especial cuidado con los signos.
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Siguiendo con el ejemplo:
Distrib. Distrib.
-’ 7\

3z(z +1) 20*(x —1) 3z(z + 13—§:v2($ — 15 B

23+ 1)2(x — 1)  25(x + 1)2(z — 1) 23(zx + 1)2(z — 1)

—_———
32?43z — (22" —22)  3a?+30—22°+2z | —22° + 327 + 52

B(r+1)2(r—1)  Bx+1D2(x—-1) |[B(@+1)2(x—-1)

Producto y Division El producto y divisién de fracciones algebraicas seguird las
mismas reglas que el producto y division de numeros racionales. Siempre primero
factorizaremos todas las expresiones algebraicas y trataremos de simplificar antes de
comenzar a operar. Solamente habré que tener en cuenta que a la hora de simplificar
(siguiendo las mismas reglas que para los nimeros racionales que estan en las paginas
25 y 27) habra que aclarar que esa simplificacién es vélida si el factor en cuestién es
distinto de 0.

Ejemplo:
TCP Factor comun

——l— —

B +2r+1 2272z (x—i—l)? Ze(x—1) x+1 1 r+1
5(z* — 1) 62>  Blz+T)(z—1) g, 5 3z* | 152?
—— S 3~
Dif. cuad. six#—1  siaz#l si z£0

Siz#-1,1y0
Ejercicios

Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario
1. Extraer los factores comunes en las siguientes expresiones algebraicas
a) 2z% + 4dxy — 62° b) 6z%y — 92%y* + 122y
c) 12uda® + 18u?a® — 24ua’ d) 2t + 100¢3
o) 23y2e? — a2yP2? — aytsd + 2y

2. Considerar distintos grupos dentro de una expresion algebraica dada, extraer
los factores comunes en cada uno de ellos. Repetir la extraccion de factores
comunes, si es posible

a) %+ 4z + xy + 4y b) zy? — 2xy + yz — 22
c) et — P+ + 2y —azy+vy d) 22y — yz + 22u — uz
e) By —2?y—y—2*+2r+1
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3. Decidir cuales de los siguientes trinomios son cuadrados perfectos, de ser asi

factorizarlos

a) 2 + 2xy + y? b) x? + 2z + b? ¢) a®+8a+16
d) 22+ 2y +vy e) 36 + 12y + 3 f) 2% — 2zy + y?
g) a® —2b + b? h) d? — 8d + 16 i) 22 —2zy +¢?

j) 36 — 12t + ¢
4. Factorizar los siguientes cuatrinomios cubos perfectos
a) 3 — 622 4+ 127 — 8 b) a3+ 32? + 3w 4 ¢ ¢) x9 — 3284+ 32% — 1
d) 2%+ 5 + 2 + 327
5. Factorizar utilizando diferencia de cuadrados
a) x? — 100 b) 2 — o c) 4x? — 25 d) t* —4 e) h® — 64
6. Factorizar teniendo en cuenta que a es raiz de los polinomios
a) 2 +27 a=-3 b) 2°—32 a=2 c) 27 +1 a=-1
d) 2723 -1 a=1/3 e) 22—25 a=5 fy *+t—-6 a=-3
g) ¥ +222 —5r—6 a=-—1
7. Factorizar los siguientes polinomios utilizando la férmula de Bhaskara
a) 22 — 3z —4 b) —5x+3—2z? c) —x*—4r —4 d) —6—3x+3z*

8. Factorizar las siguientes expresiones combinando los casos anteriores

a) 8z2 + 16xy + 8y? b) ha? — 2hab + hb? ¢) d*—8d+16+d—4
d) 22 — 222y + 292 e) 36ac® — 12ac® + ac f) 2° —x

g) 2° — a3+ 2% —1 h) 3z% —92% +92% — 3z i) 2°+23+22+1

j) a*+ 323 + 222 k) 2% + 222 —x — 2 sabiendo que a = —2 es raiz

1) 2 —22? —5x+6 sabiendo que a = 1 es rafz

9. Factorizar y simplificar las siguientes expresiones

2422 2b xy — y? 9+ 6x + 22
b) —— d) ————
2) 1223 )4b2+b °) x? —y? ) 9—x2
10. Simplificar y resolver
)x2—4x—|—4 6z — 12 b) 7Tv -1 22+2v+1
a . . .
2 3 — 622 4+ 120 — 8 »—x x+5 22 —1
) r—6 x+5 d>x+1 1 ) y+1 y?—1
C . —_— .
x?—25 2?2 —6x r—1 22-1 2 —2y+1 y>+2y+1
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v —4 y-—3 r+1  z*—1
f) 2 -~ g) -
-9 y+3 7T—x x*—49
11. Resolver
1 1 2 1
— b
a)x+2 x—2 )332 4+x+2
2 1\z? -1 1 2 22-1
d - = - .
)<x+1 IIC) T e)z+z+1 z

55
h) 22—1—42—1—4_ 22— 4
x C2x — 22

Y 2

0 (

1 1

y2—6y—|—9+y2—9

4

y+2_y—2

) .
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6. Sistemas de ecuaciones lineales

Objetivos: Conocer los métodos de resolucion de sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas, asi como su aplicacién a la solucion de problemas de
diverso origen y motivacion.

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas x, y (las incognitas apa-
recen elevadas a la primera potencia) tiene una forma general:

ar+by= c
de+ey= f

donde a, b, c,d, e, f son ntimeros reales.

6.1. Solucién del sistema

El par (xg, yo) es solucién del sistema: si al reemplazar x por zy e y por y, ambas
ecuaciones se transforman en identidades numéricas.

Un sistema lineal puede tener solucion tnica, infinitas soluciones o no tener
ninguna solucién.

6.1.1. Método de sustitucion

Despejando de una ecuacién una de las incégnitas y reemplazando en la otra
ecuacion la expresion obtenida.
6.1.2. Meétodo de igualacion

Despejando la misma incégnita de las dos ecuaciones e igualando.

Ejemplos:
1) Sistema con solucién tnica:
20 4+ 3y =12
dr — 3y =6
Resolvemos por sustitucion.
12 — 3y

()

12-3
Sustituyendo en la segunda ecuacién se tiene: 4 ( 5 y) —3y==6

Luego 24 —6y —3y =6 entonces y =2 y con este valor en (%) resulta x = 3.

De la primera ecuaciéon: x =

La solucién es (3,2)

2) Sistema con infinitas soluciones:

2z 4+ 3y =12
—4r — 6y = —24



Facultad de Ciencias Agrarias y Forestales, UNLP a7

Resolvemos por sustitucion.
12 — 3y (%)
*

2

Sustituyendo en la segunda ecuacién se tiene: —4

De la primera ecuacién: z =

12 — 3y
2
Luego —24 —6y+ 6y = —24 entonces 0 =0 o mejor dicho cualquier valor de y
satisface la ecuacién, tomando y = « (donde « es cualquier real) y sustituyendo en
12 — 3«
—g

— 6y =—-24

(%) resulta x =

12 — 3«

Las soluciones son ( 5

,a> para cualquier ntimero real a.

3) Sistema sin solucién:

20 + 3y = 12
4xr + 6y =6
Intentemos resolver por igualacion.
. ., 12 — 3y
De la primera ecuacién: z = 5
6 — 6y

De la segunda ecuacion: z =
12-3y 6—6y

L
uego 5 1

Entonces 48 — 12y = 12 — 12y , lo cual evidentemente es una contradiccion y
no existe ningin valor de y que satisfaga la igualdad.

Concluimos que no existe ninguna solucién para el sistema.

Ejercicios
Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario.

1. Resolver los siguientes sistemas y verificar la solucién obtenida

3r+y=2>5 3r—2y=3
a){x+y:3 b){3x+2y:1

T—2y=-3 —r+ 3y = -2
C){—szl—Gy d>{3x—2:x+6y+2

2. Resolver los siguientes problemas

a) La suma de dos nimeros es 28 y su diferencia 6. Calcular dichos ntimeros.

b) Una botella y su corcho cuestan $45 y la botella cuesta $39 maés que el
corcho. jCuédnto cuesta la botella y cudnto el corcho?
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¢) Uno de los angulos de un tridngulo mide 52° y la diferencia de los otros dos
es 88°. ;Cuédnto mide cada uno de esos angulos? (Recordar que la suma de
los dangulos interiores de un tridngulo es 180°)

d) Calcular dos nimeros si la mitad del primero, mas un tercio del segundo es
17; y un tercio del primero, mas un medio del segundo es 18.

e) En un corral hay entre pollos y cabritos 23 animales; si se cuentan 60 patas.
..Cuantos pollos y cuantos cabritos hay?

f) La diferencia de los dngulos agudos en un tridngulo rectdngulo es igual a
26°. ; Cuanto mide cada angulo?

g) Por un par de zapatos se paga el triple que por una corbata, gastando en
total por los dos articulos $2400. Calcular el costo de cada uno.

h) Dividiendo el mayor de dos nimeros naturales por el menor se obtiene el
cociente igual 3 y el resto igual a 1; si se divide el mayor por el menor
aumentado en uno, el cociente es 2 y el resto 3. Calcular ambos ntimeros.

i) Se cambian $1000 en billetes de $10 y $50, recibiendo 24 billetes. ; Cudntos
billetes de cada clase se obtienen?

j) Se quiere separar 70 g de oro en dos partes, de tal manera que la mayor
tenga 20 g mas que la menor. ; Cudntos gramos debe tener cada parte?
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7. Conjuntos en la recta y el plano coordenado

Objetivos: Conocer la ubicacion de puntos y conjuntos en la recta y en el plano
en particular las rectas y sus ecuaciones.

7.1. Coordenadas rectangulares en la recta

Trazamos una recta horizontal y un punto O, llamado origen. A la derecha del
origen se ubican los ntimeros positivos y a la izquierda los negativos.

- |

T

4-3-2-10 1 2 3 4

| | | | >~
T T T T

(1)

Notacion: Para simbolizar un nimero en la recta utilizaremos un punto “e” o
una raya vertical “|” en la posicién (a veces aproximada) dénde se encontraria dicho
nuimero.

Para marcar un intervalo de puntos en la recta utilizaremos corchetes “[ ]” o
paréntesis “( )" para marcar los extremos del intervalo deseado, dependiendo si
los extremos estan incluidos o no en el intervalo (respectivamente). Estas notaciones
podran combinarse cuando los conjuntos contengan a un extremo y al otro no o
incluso utilizarse un solo delimitador, en los casos en que el intervalo tenga solamente
un extremo.

Esta misma notacién (de paréntesis y corchetes) se utilizard para representar a
los intervalos por si mismos, escribiendo los extremos (siempre el menor antes que el
mayor), separados por coma o punto y coma y encerrados entre paréntesis o corchetes
(o una combinacién de ambos) segin corresponda.

Veamos todo esto mejor con algunos ejemplos:

1. Si queremos denotar el conjunto de los niimeros mayores que -1,5 pero menores
que 3, podriamos representarlo en la recta numérica como:

L L L

| | L A} | >
4 -3-210 1 2 3 4
Y utilizando la notacién de intervalos como: (—1,5 , 3)

2. Al conjunto de los nimeros mayores o iguales que 1 pero menores que 4 lo
podemos representar en la recta numérica como:

| | | | | L L L
T T T T T

\
4-3-2-10 1 2 3 4

Y utilizando la notacién de intervalos como: [1 , 4)

3. Los nimeros mayores que —/5 podran representarse en la recta numérica como:

| | ya | | | | |
- T T Wy T T T T T

4 -3-2_-1 0 1 2 3 4
)

Y utilizando la notacién de intervalos como: (—+/5 , 0o
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7.2. Coordenadas rectangulares en el plano

Trazamos dos rectas perpendiculares en el plano que llamaremos eje x y eje y; el
punto de interseccion O se llama origen de coordenadas. El plano queda asi dividido
en cuatro regiones que se llaman cuadrantes y que se numeran I, I'l, I11, IV.

Representamos los niimeros sobre cada eje tomando una misma unidad sobre cada
uno. Por convencidén, sobre el eje z colocamos los positivos a la derecha del cero y los
negativos a la izquierda; sobre el eje y, colocamos los niimeros positivos arriba del 0
y los negativos debajo del 0.

Coordenadas de un punto: A un punto P del plano le asociamos dos ntimeros
(ordenadamente) de la siguiente manera:

- Trazamos una perpendicular al eje x; al punto @) le corresponde un nimero x en
el eje x.

- Trazamos una perpendicular al eje y; al punto R le corresponde un niimero y en
el eje y.

(N
II Rl IiijP(a:,y)
- 5 Q'x
III v

Decimos que P tiene coordenadas (z,y), la primera coordenada x se llama abscisa
de P y la segunda se llama ordenada de P. Reciprocamente, dado un par ordenado de
nimeros (z,y) es evidente que hay un punto P del plano del cual son las coordenadas.
Usualmente se identifica el punto P con sus coordenadas (z,y) y se escribe P(z,y).

Ejemplo:

El conjunto de puntos P(z,y) cuyas coordenadas verifican z > 2 e y > —1, que
se escribe: A = {(x,y) : @ > 2 ; y > —1} se representa cuadriculado en el gréfico
siguiente.

[y I I N N
[y I I N N
[y I I N N
[y I I N N
[y I I N N
[y I I N N
[y I I N N
[y I I N N
LLLererereree
CCCCCrC L L
[ Iy I N I
I B D A

\]

[ T s s A
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7.3. Rectas en el plano

Si consideramos los conjuntos de puntos en el plano:
a) L1 = {(z,y) : © = 2} su representacion grafica es una recta vertical

Y,

Y

b) Ly = {(z,y) : y = 3} se representa con una recta horizontal

S
=

Y

c¢) Si consideramos la recta L que pasa por los puntos Pi(aq,b1) v Pa(as,bs), con
ay # ag y by # by, entonces:

A A
Los triangulos PP, y P,P;(Q; son semejantes y por lo tanto sus lados son pro-

porcionales, es decir:
y— by T —ay

by — by a2 — g

A partir de esta tultima ecuacién, despejando y agrupando podemos llegar a la
expresion:

by — by

a2 —aq

y—b = (r —a1)



62 Nivelacién de Matematica

El cociente % es un numero constante para una recta dada (independientemen-
te de los puntos que tomemos sobre la misma) que da una idea de la “inclinacién” de
la misma. Este nimero recibe el nombre de pendiente de la recta y lo denotaremos
en esta guia con la letra m. Si reemplazamos esto en la ultima expresion tendremos
que:

y—>b=m(x—ap)

Operando y despejando y obtenemos:
y =mx — maj + by

Leogastadadi —ma; + by también es constante para una recta dada (independien-
temente dériBtthto que tomemos sobre la misma) y recibe el nombre de ordenada
al origen (ya que es el punto donde la recta corta al eje y). A esta cantidad la de-
notaremos en este texto con la letra b. Si reemplazamos esto en la expresion anterior
obtenemos: Ecuacién

— explicita
Y mz + b de la recta

Operando también podemos llegar a una ecuacion lineal de dos variables de la
forma Az + By + C = 0. Asi, L = {(x,y) : Az + By + C = 0}.

Con estos argumentos hemos mostrado que si L es una recta del plano: Ecuaciones
de rectas en
. . . .y el plano
1. Si L es vertical, tiene ecuacién

L={(y):z=ch
2. Si L es horizontal, tiene ecuacién
L={z) =0}

3. Si L no es ni horizontal ni vertical y pasa por los puntos P; (a1, b1) y Pi(as, by),
entonces tiene por ecuacion:

y—b; r — aq

b, — by az — ay

Que ya vimos que se puede llevar a su forma explicita, de la forma:

‘y:mm—l—b

by — by
Gy — 1

L={(z,y):y=mz+b}

Dénde m = es la pendiente y b es la ordenada al origen.

Teorema: El conjunto de puntos que verifica una ecuacién lineal: Az + By+C =0
(A# 06 B #0) es una recta del plano.
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7.3.1. Grafica de una recta a partir de su ecuacién explicita

Si conocemos la ecuacién explicita de una recta y = mx + b podemos graficarla
siguiendo los siguientes pasos:

o A partir de la ordenada al origen b marcamos el punto donde la recta corta al
eje y.

o Desde ese punto nos desplazamos segtin la pendiente m, para encontrar un se-
gundo punto sobre la recta. Para esto pensamos a la pendiente como un cociente
(a veces con denominador 1) y nos desplazamos la cantidad que indique el de-
nominador en la direccion del eje x y la cantidad que indique el numerador en
la direccién del eje y.

o Trazamos la recta que pasa por los dos puntos encontrados.

Ejemplo:
Sea la recta y = —2x + 3 y
A
Ubicamos el punto donde la recta corta al eje y 3

(en este caso 3)

Pensamos a la pendiente —2 como un cociente )
%2 y por lo tanto nos deberemos desplazar, por 3+
ejemplo, 1 unidad en la direccién del eje z (es
decir 1 unidad hacia la derecha) y —2 unidades
en la direccién del eje y (es decir 2 unidades
hacia abajo).

Finalmente trazamos la recta que pasa por estos
dos puntos.
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7.3.2. Posicion relativa de dos rectas

Dos rectas Ly y Lo del plano pueden ser:

y Lo
Ly
Transversales: si se cortan en un punto.
T
Y A L2
Ly
Paralelas: si no se cortan.
T
y A
Ll - LQ
Coincidentes: si L1 = Lo
T

Puesto que cada recta tiene una ecuaciéon lineal:

L1 . Ale—f—Bly = Cl
LQ . A2x+BQy = Cg

Los puntos de interseccién, si los hubiera, deben verificar ambas ecuaciones, es
decir, el sistema lineal
All’ + Bly = Cl
Agl’ + Bgy = 02

Decir que las rectas son transversales es lo mismo que decir que el sistema ad-
mite una solucién tnica.

Decir que las rectas son paralelas es lo mismo que decir que el sistema no tiene
ninguna solucién.

Decir que las rectas son coincidentes es lo mismo que decir que el sistema tiene
infinitas soluciones.
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Por otro lado, si llevamos la ecuacién de cada recta a su forma explicita obtendre-

mos que:
Ly:y=myx+ b
Loty = mox + by
Si las rectas son transversales sus pendientes seran diferentes.

Si las rectas son paralelas sus pendientes seran iguales pero sus ordenadas

al origen seran distintas.
Si las rectas son coincidentes sus pendientes y sus ordenadas al origen seran

iguales.

En resumen:
Pendiente y

Intersecciéon Sistema de
ordenada al origen

Posicién relativa
entre rectas ecuaciones

Transversales
my 7& mso

Y Lo .
}<L1 Un sélo punto Unica solucién

xT

Paralelas
y L2 . . .
L1 Ningun punto Sin solucién my =msy by # by

>
xT

Coincidentes
Infinitos punto Infinitas soluciones  m; =mso y by = by

<

Li=Lo

]

xT

Ejercicios
Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario

1. Representar los siguientes conjuntos de la recta

a) A={r:2<2<3,5} b) B={zx:2<x <6}
c) C={z:-2<uz<4} d) D={x:—-1,6 <z <6}
e) E={z:2=06} f) F={x:2+#0}

Representar en el plano los siguientes pares ordenados y decir a que cuadrante
pertenecen

Pl (2 ) _1)
3. Representar los siguientes conjuntos del plano
b) B={(z,y) 1y <4}

d) D={(z,y) : z.y <0}

Py(—2,1) P3(5/2,3) Py(1/2,-2) Ps(—=3,-1/2)

a) A={(z,y) x> -1}
c) C={(x,y):2<x<3,5Ay >0}
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10.

11.
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e) E={(z,y):x=y} f) F={(z,y):x=yrz>-1;
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos dados

Sea L la recta que pasa por Pi(—1,0) y P(5,1)
a) Hallar la ecuacion de L y comprobarla.

b) Mostrar otros dos puntos de L.

¢) (Cuadles de los siguientes puntos pertenecen a L?:

Q.Y Q02 Qs(-T.-1)
Representar graficamente los conjuntos de puntos que verifican la ecuacién dada
a) br+y =3 b) 3x —6=0 c)x—2=0
d)y—2=0 e) 4o —3y =6 f) y=0

. Determinar el valor de k para que el punto dado pertenezca a la recta dada

a) 2z + ky =0 (—1,3)

b) (k— 1)z +3ky =2(k+1) (2,-2)
Representar graficamente los conjuntos

a) A={(z,y): 2z —y=1 A >0}

b) B={(z,y): —z+y=2 N y <0}

. Encontrar los puntos de interseccién con los ejes coordenados de las siguientes

rectas
a) dr —y =10 b) 3z = —y — 8 c) =2
d)z+y—3=0 e) y—1=-2 f) y=—-2x+5

Representar graficamente los siguientes pares de rectas indicando si son trans-
versales, paralelas o coincidentes. En el caso de ser transversales indicar el punto
de interseccion

a) L: 4dr+3y=11 L3z —y=18

b) L: x4+y—3=0 L:2x+2y=5

c) L: z—3=y+1 L:x+1=8(y—2)

d) L: x—y=1 L:4x—2y=4

Hallar los vértices del triangulo determinado por las rectas Ly: 3z —2y = —6

Ly 2y4+2=6 Ls: 6y —x =2 y representarlo graficamente
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8. Logaritmos

Objetivos: Conocer la definicién y propiedades de los logaritmos y su aplicacion
a la resolucién de ecuaciones. Aplicacién a la solucion de problemas de diverso origen
y motivacion.

8.1. Definicidon

Sea N > 0 y b un ntmero real positivo y distinto de 1, el logaritmo de N en base
b es un numero ¢, tal que b elevado a la c es igual a V.

‘long:c =4 bC:N‘

Al nimero b se lo llama base del logaritmo, al nimero N (o a la expresién a la que
se le esté calculando el logaritmo) se lo llama argumento del logaritmo y el nimero
c es el resultado de la operacion.

Aclaracién: La expresion log, 8 se lee: “el logaritmo en base dos de ocho”y el resul-
tado de dicha operacién sera el nimero al cual se debe elevar 2 para que de 8 (en este
caso 3).

Ejemplos:
logs 125 =3 porque 5° =125

log, 64 =6 porque 2° =64

Notacion: A veces se omite especificar la base del logaritmo cuando se desea calcular
el logaritmo en base 10 (por ejemplo en la mayoria de las calculadoras) y por lo
tanto se nota simplemente log.

Otra base importante es la base e(que es un numero irracional que analiza-
remos con mas detalle durante el curso de Matematica y vale aproximadamente
2,718281828459...). El logaritmo en esta base se llaman logaritmo natural y se
nota In.

Ejemplos:
log 1000 = 3 lne=1

8.1.1. Propiedades

o El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores.

log,(n.m) = log, n + log, m

Ejemplo:
log,(64 - 16) = log, 64 + log, 16 = 6 + 4 = 10

Defini
de log



68 Nivelacion de Matematica

o El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia entre el logaritmo del divi-
dendo y el logaritmo del divisor.

n
log, — = log, n — log, m
m

Ejemplo:
27

Logaritmo de© El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo
una potencia de la base.

log, a™ = nlog, a

Ejemplo:
log, 16" = Tlog, 16 =7-2 = 14

o Foéormula del cambio de base: Permite calcular cualquier logaritmo en base b
mediante otros logaritmos en cualquier otra base a:

1 log, n
og,n =
8o log, b
Ejemplo:
log,27 3
logg 27 = ==
089 logs9 2

A veces es necesario combinar estas propiedades (en el orden adecuado) para po-
der realizar una operacion con logaritmos de forma mas sencilla.

Ejemplo:

81-9°
log, Wil = log; 81 - 9° — log, V27 = log, 81 + log, 9° — log; 273 =

1 1 3
:log381—|—510g39—510g327:4+5-2—§'3:4+10—§:?

8.2. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

Uno podria encontrarse en algunas situaciones donde deba encontrar la soluciéon
(o soluciones) de una ecuacién donde la incégnita se encuentra en el argumento de un
logaritmo o en la base de un logaritmo (las llamadas ecuaciones logaritmicas), o en el
exponente de una potencia (ecuaciones exponenciales). En ambos casos serd necesario
utilizar las propiedades y la definicion del logaritmo para resolverlas.

Veremos ahora algunas de las técnicas que se pueden utilizar para resolver este
tipo de ecuaciones y llevarlas a alguna ecuaciéon “tradicional” que tendra entre sus
soluciones a la solucién (o soluciones) de la ecuacién original.
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8.2.1. Ecuaciones logaritmicas

Para resolver las ecuaciones logaritmicas serd necesario aplicar las propiedades del
logaritmo hasta obtener una ecuaciéon donde aparezca un tnico logaritmo y luego uti-
lizar la definicion de logaritmo para poder obtener una nueva ecuacion que se pueda
resolver por métodos tradicionales.

Ejemplos:
L _
ogy(z +3) =2

42=a+3
16 —-3==z

Como siempre, podemos comprobar si la soluciéon encontrada es la correcta.
Efectivamente log,(13 + 3) = log, 16 = 2

D Aplicando la definicién de logaritmo
2 Operando y despejando la ecuacién que resulté

2. 1) —
10g1203 4(_315)52_(361)) 1_) 3_ 3 D Aplicando la propiedad del logaritmo de un producto
g223 — 3 — 1)_ D Aplicando la definicién de logaritmo
8_— 5y — 3 D Operando
— o D Despejando
xr = ?
3.

log, (=) +logy(1 —z) =1

log,(—(1 — 2)) = 1 0 Por la propiedad del logaritmo de un producto
o(—2(1 — =

D Aplicando la definicién del logaritmo

1 _
2 2__ _xx(:— xzx) D Operando
2 B o9 D Despejando

D Resolviendo la ecuacién de segundo grado

Comprobaremos ahora estos resultados:

o Con z = 2: logy(—2) + logy(1 — 2) la cual es una operacién que no puede
realizarse, ya que el argumento del logaritmo no puede ser un nimero
negativo. Por lo tanto x = 2 no es solucion de la ecuacion original
(por méas que es solucién de la ecuacién de segundo grado que se obtiene
de ésta).

o Con z = —1: logy(—(—1)) +logy(1 — (—1)) =log, 1 +1log,2 =0+ 1= 1.
Por lo tanto es la unica solucion de la ecuacién original.
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8.2.2. [Ecuaciones exponenciales

Para resolver las ecuaciones exponenciales existen diferentes métodos. Todos ellos
usan de forma directa o indirecta la definiciéon y las propiedades del logaritmo. En
esta guia explicaremos tres de estos métodos, muy similares en esencia, a los cuales
llamaremos de forma arbitraria métodos 1, 2 y 3.

Todas las ecuaciones que veremos se pueden resolver por cualquiera de estos méto-
dos, pero alguno puede resultar mas sencillo de utilizar en cada caso.

A continuacion se explican estos métodos y se usaran los tres para resolver la
misma ecuacién exponencial: 8! = 4

Método 1 Para resolver la ecuacion exponencial por este método se aplica el lo-
garitmo (en una base adecuada) a ambos lados de la igualdad. Luego se usan las
propiedades del logaritmo hasta obtener una ecuaciéon que se pueda despejar de for-
ma “tradicional”.

Ejemplo:

g1 =4
log,(8*71) = log, 4
(x — 1) log, 8 = log,
(x—1)3=2

D Aplicando el logaritmo en base 2 a ambos lados

4 D Aplicando la propiedad del logaritmo de una potencia
D Resolviendo los logaritmos
2 Despejando

T = 1

Wl
wlo| 4

Método 2 En este caso se recurre a aplicar la definicién del logaritmo (en sentido
inverso al habitual) y luego utilizar las propiedades del logaritmo para obtener una
ecuacion “tradicional” y resolverla.

Ejemplo:

gl =4
D Aplicando la definicién del logaritmo
loged =2 —1
D Aplicando cambio de base (en una base adecuada)

log, 4
082 =x—1

log, 8 . .
2 Resolviendo los logaritmos

—=z—1

3

D Despejando y operando

5
r=-
3
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Método 3 En este caso se busca escribir ambos lados de la igualdad como potencias
de una misma base. Luego se igualan los exponentes y se resuelve la ecuacion que

resulta.
En este método, al momento de igualar los exponentes, se estan utilizando las
propiedades del logaritmo de forma indirecta.

Ejemplo:
81 =4 - : : .
03y7-1 _ 02 D Escribiendo ambos miembros como potencias de una misma base
(23(2_1) : , 2 Aplicando la propiedad de las potencias de potencias
3( 1)_ 5 D Igualando los exponentes
xr — =
3 2 Despejando y operando
T ==
3
Ejercicios

Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario

1.

Calcular utilizando la definicion

a) log, 256 b) log, 81 c) log;1/5 d) log, 1/8
e) log, 1/4 f) logg 3 g) logy /527 h) logy, 0,1
i) logyg1 j) logy, 0,01 k) log, 0,25 1) log;0,2

Calcular utilizando las propiedades

1 1 16 - 256

a) log, ] b) log, 1 c) log, 61

d) logy(277-912)

NG /1000 . V27
¢) logy e £) logio 50~ g) logs(V125v/25) h) logs 980

Calcular, usando cambio de base

1 1
a) logg 4 b) logg 3 c) logys 25

Calcular los siguientes logaritmos utilizando la calculadora. Comparar los re-
sultados con el orden de magnitud de los argumentos (ver el ej. 1 del anexo de
notacion cientifica, en la pagina 86)

a) logy 2000 b) log,q 50000 ¢) logyy 30000000
d) logy, 0,12 e) logy,0,00015

Calcular los logaritmos del ejercicio 1) utilizando un cambio a la base 10 (los
valores en la base 10 obténgalos de la calculadora).
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6. Calcular los logaritmos del ejercicio 1) utilizando un cambio a la base e (los
valores en la base e obténgalos de la calculadora).

7. Resolver las siguientes ecuaciones

a) logy2z =3 b) logs; 4z = 2

c) logy(z +1) =4 d) log,s(2* + 3z +5) =1

e) logyx + logy(z —2) =3 f) logy2x — logyo(x — 5) = log,, 3
g) logyo(logpz) =3 h) log 16 =4

8. Resolver las siguientes ecuaciones (usar la base mas adecuada):

a) 201 = 128 b) 2732 =9 ¢) 2573 = 25%+3

4z+1

d) 4" = 16%2 €) 5oz =128 f) 3% = (%)+2
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9. Trigonometria

Objetivos: Resolver problemas geométricos a través de la resolucion de triangu-
los.

9.1. Angulos
9.1.1. Definiciéon

Un angulo es una region del plano limitada por dos semirrectas que parten del
mismo punto inicial. A las dos rectas se les denomina lados del angulo y al punto
inicial se le llama vértice del angulo.

9.1.2. Sistema sexagesimal de medicién de angulos

Se divide una circunferencia en 360 arcos iguales, las semirrectas que pasan por los
extremos del arco y parten del centro determinan un angulo de un grado sexagesimal
(1°). Del mismo modo, cada dngulo de un grado se divide en 60 y entonces cada uno
de estos angulos mide un minuto (1’). Cada édngulo de un minuto se divide en 60,
luego, cada uno de esos dngulos mide un segundo (1”)

9.1.3. Sistema circular de medicién de angulos

La medida de un angulo en radianes queda definida como el cociente entre la
longitud del arco y la longitud del radio en cualquier circunferencia que tenga como
centro el vértice del angulo.

Equivalencia Es facil ver que si un angulo mide 360° en el sistema sexagesimal
entonces mide 27 radianes en el sistema circular. Esta relacién permite pasar de un
sistema de medicién angular a otro.

9.1.4. Angulos complementarios y suplementarios
Angulos complementarios Dos angulos agudos a y 8 se dicen complementarios

si se cumple que a + 3 = 90°.

Angulos suplementarios Dos dngulos o v 3 (positivos) se dicen suplementarios
si se cumple que a + 3 = 180°.

B

o g o

Complementarios Suplementarios
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9.2. Angulos determinados entre dos rectas paralelas y una
transversal

Son iguales las medidas de las siguientes parejas de angulos:
Opuestos por el vértice: Son los angulos ay v; By d; ey K, ny A
Correspondientes: Son los dngulos ay e Sy n; dy A, 7y k.
Alternos Internos: Son los angulos 6 y n; v y €.

Alternos Externos: Son los angulos ay k; By A

9.3. Teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectdngulo (con un angulo recto, es decir, de 90°) se llama hi-
potenusa al lado opuesto al angulo recto y catetos a los lados adyacentes al angulo
recto.

Teokmmumdriangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuddi3e de los catetos.

a® + b* = h?

9.4. Razones trigonométricas

Basosiazones trigonométricas son relaciones entre los lados del triangulo y sélo
trigpapmstiéstsde los angulos de éste.

cateto opuesto a

sen o = - _ -

B hipotenusa h
h cateto adyacente b
a cosa = _ -
hipotenusa h

a

b cateto opuesto a
tg a = = —
figura 1 cateto adyacente b
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Notar que: Todos los tridngulos rectangulos que tienen un angulo con la misma
medida o son semejantes. Por lo tanto las razones trigonométricas dependen
del angulo no de las longitudes de los lados del triangulo .

sen
Notar que: Debido a la definicion de tg a se puede deducir que |[tg a =
Ccos
Propiedad:
2 0 & cos? <a>2+<b>2 a’ +b?
sen” o+ cos“a = | — -] =—
h h h?

como a? + b? = h? por el teorema de Pitagoras:

sen‘a +cos’la =1

9.4.1. Angulos especiales

Calcular los valores de las razones trigonométricas de los angulos de a) 45° b) 30°
c) 60°

a) Sia=45°, B=90°— = 45°

sen45°® = cos 45°
45°
Luego a =10
h Por Pitdgoras a? —I—ha2 = h?
a
202 =h? a=——
a h\/§ 1
sendb’ = — = — = —
] 45 h w2 V2

b

V2

Como — = —— =

V2 V2V2

2
sen 45° = cos45° = \/7— tgdh® =1

|

b) y ¢) Consideremos un triangulo equiléatero.

Considerando una altura, divide uno de los angulos por la mitad.

60° a Tenemos un tridngulo rectangulo con hipotenusa a y cateto a/2
a/2 Por Pitégoras a® = (%) + u?
L] 30°
Uu . 3 o 3 o
a/2 Despejando: u = TG Luego cos 30° = > =sen 60
o a 1
60 sen30° = g = cos 60°

=

1
sen 30° = cos 60° = 3 cos 30° = sen 60° =
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1 V3
tg30° = —= = — tg60° = V3
g 73 3 g
En restiimen Razones
trigonométricas
de angulos
especiglggulo seno | coseno | tangente
0° 0 1 0
° 1 V3 1 _ 3
30 2 2 | \3T 3
I 2
I I A

Ejemplo:

Resolver un triangulo donde el cateto a = 2 ¢m y su angulo opuesto 3 = 60°

Como a+ =90° «a=30°

2
Como cos § = % cos 60° = Zm
1 2

Luego§: Zm h=4cm

b b
Como tgf=—  tgb0° = —

a 2

b
Luego V3 = 5 b = 2v/3cm

9.5. Teorema del seno y Teorema del coseno

Teorema del seno El teorema del seno establece la relacién que existe entre los

lados y angulos en cualquier triangulo.

Si se traza una altura en el tridngulo (en la figura la altura que corresponde al

A A
lado b ) quedan determinados dos tridngulos rectangulos : ABH y HBC

A
en el tridangulo ABH : sena =

A
en el tridngulo HBC' : senvy =

QI o>
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de donde se deduce que: h = csen« h=aseny y csena = asenvy
Luego:

C a

sen vy sen «

Si se repite el mismo proceso trazando una altura correspondiente a otro lado del
tridngulo (por ejemplo la del lado c)

b a

sen f seno

Luego:

c b a

= = Teorem:
seny senf3 sena« del senc

Teorema del coseno Observando la figura del tridngulo y aplicando el teorema
de Pitagoras a cada triangulo rectangulo tenemos:

C=R+Ob-CH?=h+bt—2CH+CH

a>=h+CH

pero C'H = acos~y entonces:

A= CH +V¥ —2CH+CH

c® =a’®+b? — 2abcosy

De la misma forma, utilizando las otras alturas del tridngulo (las correspondientes
a los otros lados), se podrian obtener otras dos versiones del teorema del coseno:

b? = a? + 2 — 2accos3

a’?=b*+c®>—2bccosa

Aclaracién: Tanto en el teorema del seno como en el teorema del coseno puede
ser necesario tener que calcular el valor del seno o del coseno de angulos mayores a
90°. Para esos casos serd necesario utilizar las siguientes expresiones:

51 90° < a < 180° :

sen a = sen(180° — «) cosa = — cos(180° — «)
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Ejercicios
Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario

En cada uno de los siguientes ejercicios realice un esquema utilizando una escala
adecuada.

1. Resolver los siguientes problemas

a) Calcular cuanto mide la hipotenusa de un tridngulo recténgulo, sabiendo
que sus catetos miden 3 em y 4 em.

b) Calcular cuanto miden los catetos de un tridngulo rectangulo si la hipotenusa
es de 15 em y se sabe que un cateto mide el doble que el otro.

c¢) Si el cateto mayor de un tridngulo mide v/12, ; cudnto mide el cateto menor,
si su hipotenusa mide el doble que éste?

d) Calcular el drea de un triangulo equilatero de 10 ¢m de lado.
2. Resolver utilizando la calculadora

a) Calcular cuanto mide un cateto de un tridngulo rectdngulo, sabiendo que la
hipotenusa mide 12 m y el otro cateto mide 4 m.

b) Calcular cuanto mide la diagonal de un cuadrado de lado 9 m.
¢) Calcular cuanto mide el lado de un cuadrado cuya diagonal es de 1,5 km.

d) Si usted camina por diagonal 79 desde 1 y 60 hasta 6 y 54, ;qué distancia
camina? (Medir las distancias en cuadras).

3. Resolver los siguientes ejercicios utilizando los valores de las razones trigo-
nométricas de los angulos especiales (ver tabla en la pagina 77)

a) {Cudnto vale la hipotenusa de un tridngulo si uno de sus catetos vale 5v/3
y el angulo comprendido entre ellos vale 30°7

b) ;Cudnto vale el cateto opuesto a un dngulo de 45° si la hipotenusa del
triangulo vale 8.

¢) En un tridngulo cuya hipotenusa vale 7, jcudnto vale el coseno del dngulo
cuyo cateto adyacente vale 47

d) Si en un tridngulo la hipotenusa vale 10 y uno de sus catetos vale 8, ;cuanto
vale el coseno del angulo opuesto a dicho cateto?

e) En un tridngulo cuya hipotenusa vale 6, jcudnto vale el angulo cuyo cateto
opuesto vale 37

7
f) ;Cuéanto vale la tangente de un dngulo si su seno vale —f ¥ su coseno vale

2

4
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4. Resolver utilizando la calculadora

a) Con referencia un tridngulo como el de la figura:

B

I) Dados @ = 32° y a = 12. Calcular: b, h y S.
IT) Dados a = 42° y h = 28. Calcular: b, a y .
IIT) Dados a = 14 y b = 35. Calcular: h, a y 5.
IV) Dados h = 145 y a = 92. Calcular: b, a y 5.

b) Se piensa construir una pista de aviacién, al final de la misma quedard una
arboleda de 25 m de altura. ;A qué distancia minima de la arboleda debe
terminar la pista si el angulo de despegue de los aviones es de 16°7

¢) Un automévil asciende una cuesta que tiene una inclinacién de 2° con la
horizontal. Si viaja a una velocidad de 60 km/h, ;jcuantos metros varia su
altura sobre el nivel del mar en 15 minutos?

d) Un ingeniero forestal se encuentra parado a 30 m de un arbol. Mediante la
utilizacion de un clinémetro mide un dngulo de 15° entre la horizontal y la
parte mas alta del arbol. Si el ingeniero mide 1,70 m y el terreno no tiene
pendiente, ;cuanto mide el arbol?

5. Resolver los siguientes ejercicios utilizando los valores de las razones trigo-
nométricas de los dngulos especiales (ver tabla en la pagina 77)

a) {Cudnto mide el lado opuesto a un dngulo de 45° de un tridngulo, si otro de
sus dngulos mide 60° y su lado opuesto mide 2v/37

b) Si en un tridngulo dos de sus lados miden 3 y 5; y el dngulo comprendido
entre ellos mide 60°, ;jcuanto mide el otro lado?

¢) En un tridngulo un lado mide 3v3 y los otros dos miden 3. ; Cuanto miden
sus angulos?

d) En un tridngulo, uno de sus lados mide v/8 y el dngulo opuesto a éste mide
30°. Si otro de sus lados mide 4, jcuanto vale el angulo opuesto a éste?
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6. Resolver utilizando la calculadora

a) Resolver los siguientes tridngulos, con referencia a un tridngulo como el de
la figura:

a=34 b=29 c=40
)a=15 B=82° ~=29°
) a=7 b=9 ~=60°

b) Calcular el drea del tridngulo cuyos lados miden: 4, 8 y 11 em.

A
c) En el tridngulo ABC, el lado AB mide 10 ¢m y el lado BC' mide el doble
que el lado AC'. Hallar las longitudes de los lados sabiendo que el angulo A
mide 60°.

d) Si un tridngulo tiene un lado que mide 20 y su dngulo opuesto mide 100°,
jcuanto mide otro de sus lados, si el angulo opuesto a éste mide 53°7

e) Un tridngulo tiene un lado de 3 y otro de 5. Si el angulo opuesto al lado de
5 mide 70°, jcuanto mide el angulo opuesto al lado de 37
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Anexo:
Notacion cientifica y Conversion de unidades

9.6. Notacion cientifica

La notacién cientifica es una manera de representar un ntumero utilizando po-
tencias de base diez. Se utiliza para poder expresar nimeros muy grandes o muy
pequenos.

Los nimeros se escriben como un producto:

a x 10™ 0 a- 10" 0 a 10"

donde: a es un nimero real mayor o igual que 1 y menor que 10 o mayor que —10 y
menor o igual que —1, que recibe el nombre de coeficiente y n es un ntiimero entero,
que recibe el nombre de exponente u orden de magnitud.

Ejemplos:

5,25 10* 6,023 - 10% — 2,233 10° 9x107?
Aclaracién: Expresiones como 12,05 x 10 , 0,23 1072 0 —34, 55 - 10% no entrarian
dentro de la definicién formal de notacién cientifica (ya que el coeficiente no cumple

con los requerimientos que impone la definicién), pero en la practica podrian resultar
igualmente utiles.

Algunas potencias de 10

Cuando los exponentes son mayores o iguales que cero
10 = 1

108 = 10

102 = 100

102 = 1000

10* = 10000

10° = 100000

10" = 10000000000

10 = 100000000000000000000

Cuando los exponentes SOon menores que cero

107 = 1/10 = 01

1072 = 1/102 = 0,01

1073 = 1/103 = 0,001

1074 = 1/10* = 10,0001

1075 = 1/10° = 0,00001
1071 = 1/10° = 0,0000000001

1072 = 1/10*® = 0,00000000000000000001
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Algunos datos en forma tradicional (aproximados)
La masa de la tierra es de 5980000000000000000000000 kg
La masa del electrén es de 0,000000000000000000000000000000911 kg
El nimero de Avogadro es 602000000000000000000000 particulas/mol
La velocidad de la luz en el vacio es 299790000 m/s
La longitud de una célula tipica es 0,000050 m
La longitud de onda de la luz amarilla es 0,000000589 m

Los datos anteriores expresados en notacion cientifica
La masa de la tierra es 5,98 10%* kg
La masa del electrén es 9,11 1073 kg
El ntimero de Avogadro es 6,02 10* particulas/mol
La velocidad de la luz en el vacio es 2,9979 10® m/s
La longitud de una célula tipica es 5 107> m
La longitud de onda de la luz amarilla es 5,89 10~7 m

9.6.1. Producto y cociente de niimeros expresados en notacion cientifica

La notacién cientifica es especialmente practica a la hora de realizar productos o
cocientes de nimeros expresados de esta forma, ya que se opera por un lado con los
coeficientes (realizando la operacién adecuada) y por otro lado con las potencias de
10 (utilizando las propiedades de la potencia).

811076

4,310%-210° = 8,6 10®
’ ’ 3 102

=2,7108

9.6.2. Suma y resta de niimeros expresados en notacion cientifica
Exponentes iguales Si se suman nimeros del mismo orden de magnitud:

» Se suman los coeficientes, si la suma es mayor o igual que 1 y menor que 10 (o
mayor que -10 y menor o igual que -1) se mantiene el mismo orden de magnitud

3,2 102 44,9 10" = 8,1 10'2
8,91071° -2 71071°=7210"10
—1,410%° - 2,510 = —3,9 10®
» Se suman los coeficientes, si la suma es mayor o igual que 10 (0 menor o igual que

-10 o se encuentra entre -1 y 1), se convierte el coeficiente a notacién cientifica
sumando el orden de magnitud del coeficiente al orden de magnitud original.

3,2 10124 8,9 102 = 12,1 10'2 = 1,21 10! 10'2 = 1,21 103
52103 -6103=-0,810%=-810"1 103 = -8 1074
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Exponentes distintos Se expresan los niimeros con el orden de magnitud mayor
y se suman los coeficientes como en los casos anteriores.

41043 10% =0,04 10 + 3 10% = 3,04 108

51007 —410%=5107"-0,4107=4,6 107"
3,21077—=5,9107°=0,032 107" —5,9 107> = —5,868 10~°
9,910°+310*=9,9 10° +0,3 10° = 10,2 10° = 1,02 10°

9.6.3. Prefijos

Los prefijos del Sistema Internacional (SI) se usan para nombrar a los multiplos y
submiiltiplos de cualquier unidad, ya sean unidades bésicas o derivadas. Estos prefijos
se anteponen al nombre de la unidad para indicar el multiplo o submultiplo decimal
de la misma. Los simbolos de los prefijos se anteponen a los simbolos de las unidades.

Los prefijos pertenecientes al SI los fija oficialmente la Oficina Internacional de
Pesos y Medidas (Bureau International des Poids et Mesures), de acuerdo con el
cuadro siguiente:

Potencias positivas de 10

Factor que multiplica a la unidad | Multiplo | Prefijo | Abreviatura

1000000000000000000000000 | 10%* yotta | Y
1000000000000000000000 | 102 zetta | Z
1000000000000000000 | 108 exa E
1000000000000000 | 10%? peta P
1000000000000 | 10*2 tera T

1000000000 | 10? giga G
1000000 | 10° mega | M

1000 | 103 kilo k

100 | 10? hecto | h
10 | 10! deca | da

Potencias negativas de 10

Factor que multiplica a la unidad | Multiplo | Prefijo | Abreviatura

0,1]10°1 deci
0,01 | 1072 centi
0,001 | 1073 mili
0,000001 | 10~ micro
0,000000001 | 10~° nano

0,000000000001 | 10~*2 pico
0,000000000000001 | 10~1° femto
0,000000000000000001 | 108 ato
0,000000000000000000001 | 10~2 zepto
0,000000000000000000000001 | 10~2* yocto

@N@xﬁﬁtgﬁ&

Muilti;
submu
de uni
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Ejemplos:
Masa de la tierra: 5,98 10%” ¢ o utilizando el prefijo yotta es 5,98 10° Yg

Velocidad de la luz en el vacio: 2,9979 10® m/s o utilizando el prefijo mega es
299,79 M'm/s

Longitud de una célula tipica: 5 107> m o utilizando el prefijo micro es 50 um

Longitud de onda de la luz amarilla: 5,89 10~7 m o utilizando el prefijo nano es
589 nm

9.7. Conversién de unidades

A veces suele ser necesario convertir una medida de una unidad a otra. Veremos
ahora diferentes formas de realizar estas conversiones de unidades y como trabajar
con unidades lineales, cuadraticas y cubicas.

Unidades lineales Cuandooseetsiasha de multiplos o submiiltiplos de una misma
unidad lineal (por ejemplo d‘éeﬁt?i%j;ﬁzm o de ml a cl) una forma de trabajar puede

ser comparando los érdenes danpragaisud (las potencias de 10) de ambos multiplos y
asf obtener una equivalencia &‘}gggﬁlf?u(‘imismas.

Supongamos, por ejemplo, que queremos expresar en km una medida de 27 cm.
Como el prefijo k (kilo) corresponde a 10? y en prefijo ¢ (centi) corresponde a 1072, eso
quiere decir que existen 5 6rdenes de magnitud de diferencia entre los dos multiplos.
Ahora bien, como k (kilo) es mayo que ¢ (centi), eso quiere decir que 1 km equivale
a 105 cm (o 1 em equivale a 1075 km). Por lo tanto:

27em =27107° km = 2,7 107* km

codiaraidarma de trabajar seria utilizando factores de conversion. Este método tam-
Bﬁ%ﬁﬁfe@a@gs%re conocer una equivalencia entre las dos unidades que se quieren convertir,
petgigsteayez se multiplicara la medida original por una fracciéon que tendra en cuenta
d@?ﬁg@gﬁgvalencia. El numerador de esta fraccién constara de la unidad a la que se
quiere llegar y el denominador constara de la unidad de la que se parte, de forma que
las unidades se simplifiquen. Utilizando el mismo ejemplo anterior:

1 km

=2710° km=2,710"* km
10° e

27 cm = 27 erv -

Este método es de especial utilidad cuando las unidades que se desean convertir no
estan relacionadas entre si por potencias de 10 (como por ejemplo de horas a segundos
o de pulgadas a ¢m), o cuando las unidades son combinadas (por ejemplo de km/h a
m/so - a n]f—gs ). En este tltimo caso se usard una fraccién por cada unidad que se

quiera convertir y la posicién de las unidades dentro de cada fraccion sera de forma
tal que las unidades originales se cancelen.
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Ejemplos:
1h 45
45 h 45 s =45 £ - = h=20,0125h
o S =4 3600 4~ 3600 ’
m o 1 km 3600 g 180000 km km
km/h — =50 — = — 180 ——
50 m/s a km/ 50 . 50 7 10w 1 T 80 .

Unidades cuadraticas o cibicas Cuando se trate de unidades cuadraticas o cibi-
cas se hard la conversién de la unidad lineal (con alguno de los métodos explicados
anteriormente) y se elevard a la potencia adecuada.

Ejemplos:

5 cm? a m? 5em? =5 (1072 m)’ =5 (1072)° m2 = 5 104 m?

3 3 3
3 m?amm? 3m3:3m3-<1mm) :3%/{(-%
10-% m (10-3)° ™
Aclaracién: Cuando se tenga que pasar unidades de volumen de dos sistemas de
medicién distintos (como por ejemplo de | a m® o de cm?® a ml) se hard el pasaje
como si las unidades fueran lineales, usando por ejemplo alguna de las siguientes
equivalencias:

=310 mm?3

1000 em® —— 117 ; 1m*> ——10001 ; 1em® ——1ml ; 1dm®> ——11
Ejemplos:
50 1 a m? 501=501. " 0 05 m
1000%
300 em? a cl 300 em® = 300 ml = 300 1 - L =30 cl
10 ml
Ejercicios

Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario

1. Escribir en notacion cientifica los siguientes ntimeros

a) 2000 b) 50000 ¢) 30000000  d) 0,12 e) 0,00015
f) 2324 g) 240000 h) 0,004 i) 234 i) 0,00444
k) 12,22 1) 12 m)0, 0003 n) —23 fi) —0,0000045
o) 1,0005 p) 289,6 q) 0,2 r) —0,51 s) 0,03004

2. Realizar las siguientes operaciones, expresar el resultado en notacion cientifica

a) 10 103 b) 3 10%/102 c) 41072/2 10~%
d) 10* 4 10° e) 10%10* f) 10 (103 + 10°)
g) 10210°103 h) 12 10°/3000 i) 341052104
i) —5,310%—4102 k) (0,00031034+210-1)3 1) 211032103

3. Realizar las operaciones del inciso anterior utilizando la calculadora

Conversién

de unidades
cuadraticas

o cubicas
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4. Realizar las siguientes conversiones de unidades

a) 23cm a m b) 25 mm a m
d) 210*m a km e) 16 um a m
g) 455 kg a hg h) 14 mg a ug
j) 3,50 Mg a ug k) 789 kg a cg
m)7,9107% Gs a ms n) 0,14 ks a cs

5. Realizar las siguientes conversiones de unidades

a) 28 em? a m?

d) 1210* m? a km? e) 81 um? a m?
g) 5m? a cm? h) 1000 cm?® a mm?
j) 85 km3 a cm? k) 7dm? a cm?
m)2,9 10 mm? a [ n) 3001 a m?

0) 2400 kg/m3 a g/cm? p) 72 km/h a m/s

Nivelacién de Matematica

c) 325 cm a dm
f) 250 km a m

c) 625 cm? a dm?
f) 50 km? a m?

i) 18 nm?® a m3

q) 75 m/s a km/h
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Anexo: Perimetros, areas y volimenes

Perimetros, areas y volumenes de algunos objetos geométricos basicos:

B L

Rectangulo

Area A=ab
Perimetro P=2a+2b
Circunferencia

Area A=r?

Perimetro P =ror

Triangulo
Area A = (ah)2
Perimetro P=a+b+c

Paralelepipedo rectangular recto
Area exterior A = 2ab + 2ac + 2bc

Volumen V = abc
Cilindro

Area exterior A =2r’+ 2mrh
Volumen V=i’ h

Esfera

Area exterior A=4#r?

Volumen V=@Bnr

Aclaracién: El volumen V de un cuerpo de seccién transversal constante
en toda su altura se puede calcular facilmente como el producto del area de la

base A, por su altura h

I
N
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Ejercicios

Resolver sin usar calculadora, excepto que se aclare lo contrario

1. Resolver los siguientes problemas

a)
b)
c)
)

o,

2)

h)

Hallar el area de un triangulo cuya base es de 1,5 m y su altura es de 4 m.
., Cuadl es el radio de una circunferencia de 5w ¢m de perimetro?
;Cudnto vale el perfmetro de un cuadrado cuya area es de 9 m?2?

Hallar el volumen de una caja de 2 dm de largo, 10 ¢m de ancho y 0,12 m
de alto.

., Qué altura tiene una caja de 3 [ de capacidad, cuya base mide 20 cm por
15 em?

;Cudntos m? de tierra hay en los primeros 5 em de suelo de un terreno de
100 hectdreas (1 hectdrea = 1 hm?)?

. Qué superficie tendra la base de un bloque de hielo de 10 ¢m de espesor,
cuyo volumen es de 2 m3?

;Cuantos litros de agua caen en un terreno de 2000 m? de superficie du-
rante una lluvia en la que caen 15 mm de agua?

2. Resolver los siguientes ejercicios utilizando la calculadora

a)

b)

h)

Hallar el perimetro de una circunferencia de radio 10 cm. Expresarlo en m
utilizando la notacion cientifica.

Hallar el darea del circulo que encierra la circunferencia anterior. Expresarla

en m2.

., Cuantos litros de agua recolecta un tanque australiano de 5 m de didme-
tro durante una precipitacion de 20 mm?

Hallar la arista de un cubo cuyo volumen es de 27 em?.
Hallar la superficie exterior del cubo anterior. Expresarlo en m?.

Calcular la altura de un cilindro, en m, si su superficie exterior es de 2 m?
y el radio de su base es de 20 cm.

Hallar el volumen del espacio comprendido entre dos esferas concéntricas
de radios 71 = 6 cm y 75 = 9 cm. Expresarlo en m? utilizando la notacién
cientifica.

Dos cilindros coaxiales tienen una altura igual a 2 m y los radios de 3 mm
y 6 mm. Calcular, en cm?, el volumen comprendido entre los dos cilindros.
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Resultados
1. Conjuntos numéricos y Operaciones
elementales
Loa) 119 b) 26 ¢) 20 d) 104 ¢) 4-38  f) 4.5%
2. 2)8=2" 14=2.7 49=7> MCM(8,14,49) = 23 .72 = 392
b) 30=2-3-5 24=123.3 25=5% MCM(30,24,25) = 23352 = 600
€) 120=2%-3.5 80=2*-5 MCM(120,80) = 2%-3-5 = 240
3. a) —6 b) 12 c) 6 d) 33 e) 124 f) 27.3%0
4. 17 11 11 76 93 8
~1  b) — = 4 = e —=
2) )3 9 )3 Vo5 D 83
5. 3 1
1 1 -2 -
6. 1 1
a) 67 b) 8 c) 5 d) 1522 e) 4z f) m
7 48
g) 41 h) a° i) —3h'? j) —Zkzoz k) T
7 7 3
a) —— b) — c) 6]b] d) —2 e) ¢ f) 3
6 4
3yvyr . Yl 22| 1,
-3 h) —3 L k) L ) - av/u?
8) ) V=7 V) o) ) 3l ) gavu
3
m)2° = V2T = 292 n) (§) _ 3
5 5
8. 1
a) o b) 3 c) 3v2 d) 1
2. Ecuaciones lineales
1 11 2 . y
a) T = — b) z = 1 c) r= = d) No tiene solucién
. . 23
e) r=—1 f) Infinitas soluciones g) x=—
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1
a)a——g

b) El niimero es 75.

15
c¢) El ntmero es 1

d) Deberan transcurrir 2 anos.
e) El salario antes del aumento era de $ 12000.

f) El precio original de las zapatillas era de $ 1400.

3. Ecuaciones de segundo grado
L. a)x1:—2+\/§ Ty =—2—1/2 b) zy =13 x2=3

¢) 11 =5+2V10 z5=5—2V10

2. a) r1 =10 zy= -7 b) 1 =—1++V13 2,=-1-+13
¢) No tiene solucién en R d)zy=—-1 x5=3
3+V5 3—6
e) v1=0 2 = f) z1 = 5 Ty =
g) =3

3. a) Los ntimeros son 0 y -1.
b) El nimero es 5.
c¢) Los nimeros son 0 y 24.
d) Los lados del rectangulo miden 9 cm y 12 em.
e) La altura del tridngulo es de 12 em.
f

Los nimeros son 5 y -6.

g) Los ntimeros son 4, 5y 6.

4. Polinomios

Loa) —22%2 + 2242 b) 2° + 3zt — ba® — 7 ¢) 2°—3z*—923+102—5
d) a® + 5a? — 2 e) x? + 1z — 12 f) 2° + 4zt + 423
g) o7+ 2zt — 423 — 8 h) 328 4 82° + 4a* — 523 — 1122 — 22
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2.

a) C(z)=3r—4  R(z)=8z*—5xr—1

b) C(x) = a* — 42® + 92% — 36z + 149 R(z) = —602

c) C(z)=3 R(z)=2x%—5z+11

d) C(z)=2>—-2x4+4 R(z)=-8r—4

e) C(z)=a2*+323+ 22> +6x+23  R(z) =063

f) Clx)=2>-7 R(x)=—22>+5z+8

g) Clx) =2*+32*+92+27  R(z)=T77

h) Clz) = 3z +12  R(z) = —46

a) 3 b) —10 ¢) 0 d) 5 e) 77

Se pueden calcular los restos de los incisos b), e), g) y h). Ver respuestas del
Inciso 2.

5. Calcular las raices reales de los siguientes polinomios
a) a=38 b) a =—-15 c) ag =1 CLQI—%
d)a; =2 ay=-2 e) No tieneraicesreales  f) a = —2

5. Factorizacion de expresiones algebraicas

Lo a) 20(x + 2y — 322) b) 3zy(2z — 3zy + 4) ¢) 6u?a®(2ud+3a—4ua?)
d) 2t*(1 + 50¢t) e) 22y(x® — 2%y — zy?z + 22y)

2 a) (z+4)(@+y) b) (y - 2)(ay + 2) 0 (27— 2+ 1)z +1)
d) (22 —2)(y + u) e) (27 —a?—1)(y—1)

3. a) (z+y)? b) No es Trinomio Cuadrado Perfecto  ¢) (a + 4)?
d) No es TCP e) (6+y)? f) (x —y)? g) No es TCP
h) (d —4)* i) (z—y)? i) (6-1)

4. 1\? 1\?
a) (z—2)° b) (a: + §> c) (23 —1)3 d) <x2 + 5)

d. 1 1

a) (z — 10)(z + 10) b) (g; - 6) <x + 6) ¢) (2z — 5)(2x + 5)

d) (2 - 2)(2 + 2) e) (h*—8)(h* +8)



92

10.

11.

a) (x+3)(2? — 3z +9)
¢) 4+ 1)(8 =2+ =23+ 22— 2+ 1)

e) (z=5)(z+5) £) (t+3)(t—2)

a) (z+1)(z

d) 3(z — 2)(z + 1)

_4)

a) 8(z +y)? b) h(a — b)?
2(

d) c)?

3z(z —1)3

2z —y)? e) ac*(6 —
g) (x—1)(z+1)(z*+1) h)
j) 2z +1)(x+2) )

b) —2(z + 3) (az—%

k) (z—1)(z+1)(z+2) 1

Nivelacién de Matematica

b) (x — 2)(z* + 223 + 42% + 8z + 16)

a) <:1:' - %) (2722 +9243)

g) (z+1)(2®+ 2 —6)

) 9ty

c) (d—4)(d-3)
f) z(z—1)(z+1)(x>+1)
) (2+1)(=*+1)

D) (
) (x=3)(z+2)(x—1)

a)% (siz £ 0) b)zlbiﬂ (si b £ 0)
y _ 3+ _
o L ity )T (g
a)§ (six #2) b) ! (siz#0,x#1yx#—1)
x (z —1)(x +5) ’
1 . :
c) pr P (six#6yx#—b) d) @1 (six# —1)
1 . y—2)y+2) .
e)y—l (siy#ley#-1) f)w (siy # —3)
g) —ii_7 (stix#Tyax#-1) h) z+2 (siz#0,2#2yz# —2)
—4 x
U ey sy N P e
(y —1)(y +6) N gz vt
S e 2 -1) (zA0ye#-1)
o 271 G2 f) ~1 (siy#£2ey£—2)
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6. Sistemas de ecuaciones lineales

1.
2 1
a) (1,2) b) (§ : —§> c¢) El sistema no tiene solucién
: ) a—2 :
d) (3 + 2, a) para cualquier « real 6 (a, ) para cualquier « real
2.

a) Los nimeros son 17 y 11.

b) La botella cuesta $42 y el corcho $3.
¢) Los dangulos miden 108° y 20°.

d) Los numeros son 18 y 24.

e) En el corral hay 16 pollos y 7 cabritos.

f) Los zapatos cuestan $1800 y la corbata $600.
g) Los numeros son 13 y 4.

h) Se obtienen 5 billetes de $10 y 19 de $50.

i) Se deben separar en una parte de 45 ¢ y otra de 25 g.

7. Conjuntos en la recta y el plano coordenado

1.
Attt (5 35
a) 4 -3-2-1 0 1 2 3 4 (2,35]
b) | | | — # — | (2,6)
10 1 2 3 4 5 6 7 ’
) —————— 2. 4)
¢ 4 -3-2-10 1 2 3 4 [-2,
d) (# + + + + + + ) f (156
~1 0 1 3 4 5 6 7 -15,6)
T 101 2 3 4 5 6 71

(—00,0)U(0,00)

._h
S—
|
g
|
oo
|
o
|
o
O
—
ro
oo
N
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6. a) b) c)
\y R
) .
. .
: ,
4 3 2 -1 00 1 2 3 4& 4 3 2 1 00 1 3 4‘
d) c) f)
4y 4y
. .
.
. 1
4 3 2 1 Dﬂ 1 2 3 4& -4 3 2 1 Oﬂ 1 2 3 4I&
") k=2 b) = —2
3 3
8 a) b)
4y AY
. .
.
1 3 2 1 00 i 2 3 4'& 4 3 2 A no

e = v w s

95

b A

P = & w &

bbbk

I
AL & N

DO | Ut

9.
a) Int. eje x: ( : O) Int. eje y: (0, —10)

8
b) Int. eje x: (—g, O) Int. eje y: (0, —8)

c) Int. eje z: (2, 0) Int. eje y: No tiene
d) Int. eje z: (3,0) Int. ejey: (0, 3)
e) Int. eje z: No tiene Int. eje y: (0, —1)

5)
f) Int. eje x: (5,0) Int. eje y: (0, 5)
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10.
a) Transversales b) Paralelas
y Laby
L

2 L
3

1
2

[1]

-1 (1] 1 2 1

-1

(1] P
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

-2
-1

-3
-2

-4
-3

-5
-4

c¢) Transversales d) Transversales
oly N
5 3 L

(1, 0)
(1] P
a4 3 2 A o N1 2 3 a
-1
-2
-1 L3
L
-2 -4

11.
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8. Logaritmos

Yas w4 91 43 o1 6 % o) =3 h) -1
i) 0 j) -2 k) -2 1) -1
S P E RS (O S S (AR
> 2 20 2
3.2 1 2
a) 3 b) —3 c) —3
) ~3,3 b) ~ 4,7 ) ~T,5 A ~—0,9 e ~-38
5. Ver 1.
6. Ver 1.
7 25
a) x = 500 b)xzz c) x=15 d) ;=2 29=-5
e) v =4 f) z=15 g) x = 1000 h) z=4
8.

9. Trigonometria

a) La hipotenusa mide 5 c¢m.
b) Los catetos miden 3v/5 em y 65 cm.
c¢) El cateto menor mide 2.

d) El 4rea del triangulo es de 25v/3 em?.

a) El cateto mide ~ 11,3 m.
b) La diagonal del cuadrado mide ~ 12,7 m.
c¢) El lado del cuadrado mide ~ 1,06 km.

d) Camina ~ 7,8 cuadras.



98 Nivelacion de Matematica

a) La hipotenusa mide 10.

b) El cateto mide 4:/2.

4
¢) El coseno del dngulo vale =

3
d) El coseno del dngulo vale 5

e) El angulo vale 30°.

7
f) La tangente del angulo vale 3

a) 1) b~ 19,204 ha~ 22,645 =58
1) b~ 20,808 a~ 18,736 S = 48°
1) h ~ 37,696 = 21°48'5" B~ 68°11'55"
IV) b~ 112,076 o = 39°22'54" B ~ 50°37'6"

b) La pista deberd terminar ~ 87,19 m antes de la arboleda.

¢) En ese tiempo su altura sobre el nivel del mar varia ~ 523,5 m.

d) El &rbol mide ~ 9,74 m.

a) El lado mide 2v/2.

b) El otro lado mide /19.

c¢) Los angulos miden 30°, 30° y 120°.
d) El angulo mide 45°.

a) 1) o~ 56°22 B~ 45°14'51"  ~ ~ T8°23'9"
)b~ 1591 =779 «o=69°
III) c~ 8,19 «a=47°47 [ ~T72°13

b) El drea es ~ 12,28 cm?.

c) AC = 4,34 emy BC =~ 8,68 cm.

d) El lado mide ~ 16, 22.

e) El dngulo mide ~ 34°19’.



Facultad de Ciencias Agrarias y Forestales, UNLP 99

Anexo: Notacién cientifica y Conversion de
unidades

1.

a) 2 10° b) 5 10 ¢) 3107 d) 1,210 ¢) 1,510
£) 2,32410° @) 2,4 10° h) 41073 D) 2,3410°  j) 4,4410°3
k) 1,22210' 1) 1,2100  m)3 10~ n) —2,310'  f) —4,510°
0) 1,000510° p) 2,896102  q) 2 10~ ) —5,110"0 ) 3,004 102
2. a) 10t b) 3 102 ¢) 2 10 d) 1,110 e) 108
£) 1,00 106 g) 101 h) 4 102 06,8102  j) —5,3410"
k) 1,2510°0 1) 4,210
3. Idem anterior
4 2) 0,023m =2,310"2m b) 25103 m = 2,5 102 m
c) 325107 dm = 3,25 10dm d) 20km =2 10km
e) 16 10°5m =1,610"°m f) 250 10>m = 2,5 10°m
g) 455 10 hg = 4,55 10% hg h) 14 10° g = 1,4 10* g
i) 81073 ug j) 3,5 10" ug
k) 789 10° cg = 7,89 107 cg 1) 5,51073 hg
m)7,9 10*ms n) 0,14 10°cs
n) 48 107187Ts =4,8 107 17T's
D a) 28 1074 m?2 = 2,8 10~3 m? b) 5 10 em?
c) 625 1072 dm? = 6,25 dm? d) 12 1072 km? = 1,2 107! km?
¢) 81 1072m2 = 8,1 10 m? £) 50 106 m2 = 5 107 m?
g) 5 10%cm? h) 1000 10° mm?® = 10 mm?
i) 18 1072"m?* = 1,8 1072 m?3 j) 8,5 10% em?
k) 7 103 em3 1) 42001 = 4,2 1031
m)2,9 107*1 n) 0,3m?
i) 400 10763 = 4 104 m? 0) 2,42,

m km
p) 207 q) 270 ¢
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Anexo: Perimetros, areas y volimenes

1. Resolver los siguientes problemas

a) El drea es de 3 m?. b) El radio es de 2,5 cm.

c) El perimetro vale 12 m. d) El volumen es de 2400 cm?.

e) La altura de la caja es de 10 cm. f) Hay 50000 m? de tierra.
)

g) La superficie de la base ser 20 m?. h) Caen 30000 [ de agua sobre el terreno.

2. a) El perimetro es de ~ 6,283 10~ m b) El drea es de ~ 3,14 1072 m?.

c¢) Recolecta ~ 392,7 [ de agua. d) La arista mide 3 cm.
e) La superficie es de 5,4 1073 m?. f) La altura del cilindro es ~ 1,39 m.
g) El volumen es = 2,15 1072 m3. h) El volumen es & 169, 65 cm?.
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